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Postulat redukcjonizmu zaleca sprowadzanie wszedzie tam, gdzie to
mozliwe, (pozornie) roznych poje¢ do wspolnych podstaw: pojeé i zasad
pierwotniejszych. W ten sposéb osiaga si¢ unifikacje jezyka i twierdzen w tym
jezyku wyglaszanych. Szczegdlnie wazng odmiana redukcji jest redukcja
termindéw 1 tez teoretycznych do terminow i tez empirycznych. Wedhg
Zawirskiego mozliwa jest w tym wypadku jedynie redukcja implikacyjna,
a nie — ekwiwalencyjna.

Zawirski badal szczegdlowo mozliwosé redukcji w trzech dziedzinach:
w psychologii, w fizyce i w matematyce.

W psychologii staral si¢ wykazal, ze wszystkie zasady kojarzenia
przedstawien dadza si¢ sprowadzi¢c do zasady stycznosci (caltkowitej lub
czgéciowej, zewnetrznej lub wewngetrznej).

W fizyce odrzucit mozliwo§¢ sprowadzenia do innych zasad zasady
przyczynowosci. W szczegolnosci podal w watpliwosc poglad, jakoby zaleznosc
kauzalna dala si¢ wyeliminowa¢ na rzecz zaleznosci inferencyjnej, albo
funkcjonalnej (ktora — nieslusznie zreszta — uwazal za jedno-jednoznaczna)
czy koegzystencyjnej, bez daleko idacych modyfikacji, > naciggania<« od-
powiednich pojec.

W matematyce natomiast, akceptujac oslabiony logicyzm, uznawat
mozliwo$¢ sprowadzenia jej pojeé (pierwotnych) do pojec logicznych — przy
niesprowadzalnosci niektéorych zasad — w szczegdlnosci matematycznych
pewnikOow istnienia (np. aksjomatéow nieskonczonosci czy wyboru). Sam
usitowal przeprowadzi¢ redukcj¢ rachunku prawdopodobienstwa do logiki
wielowartosciowej. Mial przy tym jednak watpliwosci, czy zdania praw-
dopodobne — w kazdym razie jesli si¢ je uzna za zdania o prawdopodobienistwie
pewnych zdan — moga by¢ traktowane na rowni ze zdaniami prawdziwymi
1 falszywymi. Analizowat tez z tego punktu widzenia relacje miedzy logika
klasyczna i intuicjonistyczna.

Anna Lissowska
Logika klasyczna i intuicjonistyczna
Referujac prace Brouwera i Heytinga dotyczace matematyki i logiki
intuicjonistycznej, Zawirski pisze m.in.: ,,Badajac [...] prawa logiki dwuwar-

tosciowej przekonamy sig¢, ze tylko niektore z nich beda prawdziwe w logice
Brouwera; inne okaza si¢ tylko mozliwe” (1946, s. 201)". W zwiazku z tym

* Wykaz prac Zygmunta Zawirskiego, a takze cytowane prace innych autoréw patrz s. 106.
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stwierdzeniem nasuwa si¢ pytanie o to, jaka dokladnie relacja zachodzi
miedzy logika klasyczna i intuicjonistyczna, i jak nalezy ja badad.

We wspolczesnej literaturze na ten temat mozna znalez¢ dwie przynajmniej
pozornie sprzeczne opinie. Niektorzy — np. Suchon i Porgbska (1991),
Marciszewski (1988), a takze, jak wypadaloby sadzi¢ na podstawie powyzszego
cytatu, Zawirski — sadza, Ze logika intuicjonistyczna jest zawarta w logice
klasycznej w tym sensie, ze kazda teza intuicjonizmu jest tez tezg klasyczng,
ale nie odwrotnie. Najczgsciej przytaczanym przykladem tezy klasycznej nie
obowigzujacej w intuicjonizmie jest prawo wylaczonego srodka (p v ~p).

Inni — np. Lukasiewicz (1952), Godel (1932), Wojcicki i Tokarz (1971),
Wojtylak (1981) — twierdza, ze to logika klasyczna jest zawarta w logice
intuicjonistycznej, gdyz logika klasyczna daje si¢ zrekonstruowac w logice
intuicjonistyczne;j.

Aby rozstrzygnac ten problem i zbadaé, czy nie jest to spor tylko
terminologiczny, musimy zdefiniowa¢ niektore pojgcia.

Definicja 1.

Przez rachunek (logik¢) zdan begdziemy rozumie¢ parg¢ uporzadkowana
<J, Cn>, gdzie J jest pewnym je¢zykiem, mianowicie algebra (Z, o, ..., 0,),
w ktorej Z jest zbiorem zdan, a operacje oy, ..., 0, — spojnikami logicznymi,
za§ Cn — operacja konsekwencji okreslona na zbiorze wszystkich podzbiorow
zbioru zdan Z [Cn < P(Z) x P(Z)] zdefiniowana przez zbior aksjomatow
A i zbior regul wnioskowania R j¢zyka J. Powiemy, ze acCn(X) dla pewnego
aeZ i X<Z, zawsze i tylko, gdy istniecje dowod zdania a na podstawie zbioru
przeslanek X, zbioru aksjomatow A i zbioru regul R.

Przyklad 1.

Klasyczny rachunek zdan (KRZ) jest to para uporzadkowana <Ji, Cn>,
gdzie Jy = <Z,, ~, v, A,=>,aCn € P(Z) x P(Zy) jest zdefiniowana
przez aksjomaty:

-p=@=9q)

- p=d=[@=1=(p=1)]
.p=@=1]=[q= (p=1)]
p=0C=9]l=@P=29
-PAq=p

- AQ)=q
.p=q={pp=0D=[p=q A 0}
.p=({@ v q)

-q=(p v q)

0. p=0D={@=n0=[p Vv Q=1
Il (~p = ~q) = (q = p)

oraz regul¢ podstawiania i regul¢ odrywania.
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Przykilad 2.

Intuicjonistyczny rachunek zdan (INT) jest to para uporzadkowana <J;
Con;>, gdmeJ = <Z,~, Vv, A,=>,aCn jest zdefiniowana przez aksjomaty:
Lp=@Q=q
20=9=>@=>0=@=1)
3p=>@=0]=[q= (=]
4. [p = (p=>q)]=>(p=>q)
® AQqQ=p
®AqQ=gq
P=a>{P=>0D=p=@ A 0}
p=(q Vv p)
.q=(p Vv Q)
10. (p='r)=>{(r=>Q) > [(p v 1) = q]}
11. (p=>q) [(p=> ~q) = ~p]
12. p = (<p = q)
oraz regule podstawiania i regul¢ odrywania.
Sprobujmy teraz sformalizowaé intuicje dotyczace relacji zawierania za-
chodzacej migdzy rachunkami zdaniowymi.

0 0N b

Definicja 2.
Dane sa dwa rachunki zdaniowe §;, = <J;, Cn;> i S, = <J;, Cny,>. Jezeli

Ji = I,, to powiemy, Ze S, jest zawarty w S, zawsze i tylko, gdy Cn, < Chn,,
tm. NaeeZ, =Z, ANX € Z = Z [x e Cn(X) = a € Cn2(X)].

Definicja 3.
Dane sa dwa rachunki zdaniowe §;, = <J,, Cny> 1 S, = <J;, Cn,>.
Powiemy, ze S, jest zawarty w S, zawsze i tylko, gdy istnieje funkcja f: J,
= J, taka ze A\ a € Z, [ « € Cny(g) < f(2) € Cnyg)]. Innymi stowy S,
< §,, gdy kazda teza rachunku S, ma swoj »odpowiednik « (swoje > thu-
maczenie< ) wsrod tez rachunku S,.

Definicja 4.
Dane sa dwa rachunki zdaniowe S, = <J,, Ca_ i S, = <J,, Cn>.
Powiemy, ze S, jest zawarty w S, zawsze i tylko, gdy istnieje funkcja f: J,
= J, takaze \ a € Z AX < Z, {a € Cny(X) < f() € Cn, [fX)]}. Innymi
slowy S, < S,, gdy istnieje takie >tlumaczenie« wszystkich zdan jezyka
J,, ze konsekwencje dowolnego zbioru zdan s3 identyczne z konsekwencjami
zbioru > tlumaczen <« tych zdan.
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Uwaga.
Wygodnie jest zatozyC, ze zbior zdan atomowych At jest we wszystkich
jezykach taki sam, tzn. AJ = <Z, o,,...,0,) At € Z.

Definicja 3’
Dane s3 dwa rachunki zdaniowe S, = <J,, Cn,> 1 §; = <J;, Cny;>.
Powiemy, ze S, jest zawarty atomowo w S, zawsze i tylko, gdy istnieje
funkcja f: J, = J,, taka ze /\ a € Z; [x € Cn;(8) < f(2) € Cny(o)] i f(At)
= At. Innymi stowy S; < S,, gdy jest zawarty w sensie def. 3 i » tlumaczenie «
zdania atomowego jest zdaniem atomowym.

Definicja 4.

Dane sa dwa rachunki zdaniowe S, = <J;,, Cn;> i §;, = < J,, Cn,>.
Powiemy, ze S, jest zawarty atomowo w S, zawsze i tylko wtedy, gdy istnieje
funkcja f: J, => Jp, taka ze A a e Z; \ X € Z, {a € Cny(X) <> f(x) € Cn,
[fX)]} i f(At) = At. Innymi stowy S; < S,, gdy jest zawarty w sensie def.
4 i »tlumaczenie« zdania atomowego jest zdaniem atomowym.

Relacja zawierania w sensie def. 3 bywa nazywana ,slaba rekonstruowal-
noscig (Wojtylak, Wojcicki-Tokarz) albo ,,interpretowalnoscia”™ (Lukasiewicz).
Jej wersja atomowa (def. 3’) nazywana bywa ,,atomowa staba odtwarzalnoscia™
(Pogorzelski). Relacja zawierania w sensie def. 4 bywa nazywana ,,(mocna)
rekonstruowalnoscia” lub ,(mocng) odtwarzalnoscia”. Jej wersja atomowa
(def. 4) bywa nazywana ,,(mocna) atomowa odtwarzalnoscia’.

Prawdziwe sa nast¢pujace twierdzenia.

Twierdzenie 1.
INT jest zawarty w sensie def. 2 w KRZ.
(Twierdzenie to jest oparte na zalozeniu, Zze oba rachunki sa sformutowane
w tym samym jezyku, tzn. ze spojniki intuicjonistyczne s3 identyczne ze
spojnikami klasycznymi.)

Dowdd.
Chcemy udowodni¢, ze Cn; < Cn,. Aby to zrobi¢ wystarczy udowodni¢
twierdzenie silniejsze, iz Cny jest maksymalna niesprzeczng operacja konsek-
wencji okreslona na jezyku Ji, tzn. A\ Cn[(Cn # Cn, A Cny & Cn) = Cn
jest sprzeczna]. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé u Wojcickiego-Tokarza

(1971). Bezpo$redni dowdd twierdzenia 1 mozna znalezé np. u Suchonia-
Porg¢bskiej (1991).

Twierdzenie 2.
KRZ jest zawarte w sensie def. 3° w INT.
Aby udowodnié¢ to twierdzenie, udowodnimy najpierw trzy proste lematy.
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Lemat 1.

Zdania

L2 [ 2 (~p A ~p) A~p]

2.2 [p A ~~(~p A 9] L

AR (P A~ A ~R[X@ARADA A (P A ~D)
sa tezami INT.

Dowdd.
Dowod tego lematu jest czysto techniczny. Mozna go znalez¢ u Lukasiewicza
(1952).

Lemat 2.

Rachunek zdaniowy KRZ_, = (J._, Cn, ), gdzie J,_ = (Z_, ~, =),

a Cn,_ jest zdefiniowana przez aksjomaty:

1. (~p = p) =p,

2.p=(~p=4q),

3. =9 =[q=1= (=1

regule podstawiania i regule odrywania (jest to implikacyjno-negacyjna wersja
klasycznego rachunku zdan) jest zawarty w sensie def. 3> w INT.

Dowad.

Szukana funkcja f: J, _ J; jest okre§lona w nastepujacy sposob:
Pl0) = o, gdy « € At (czyh f(At) = At),

P(~a) = <P@,
fPla= B) = ~[f@@ A ~F£B).
Zauwazmy, ze w takim wypadku aksjomat 1 KRZ_.. jest rownowazny zdaniu
(1) z lematu 1, aksjomat 2 — zdaniu (2), aksjomat 3 — zdaniu (3). Regula
odrywania rachunku KRZ_, przyjmuje postaé¢ reguly: jesli jest teza ~ [f(a)
A ~f(B)] i jest teza f(a), to jest tez teza f(B). Jest to regula obowiazujaca
w intuicjonizmie pod warunklem ze zdania f(x) 1 f(B) sa zbudowane za
pomoca spojnikow ~ i A, co jest zagwarantowane przez sposob konstrukcji
funkgji f. Znaczy to, ze /\ a € Z,_ [a € Cn_(9) <> f(x) € Cni(9)]. (Dokladny
dowod tego lematu mozna znalezé u Lukasiewicza [1952]).

Lemat 3.
Rachunek KRZ jest zawarty w sensie def. 3° w rachunku KRZ_,.
Dowdd.

Lemat ten jest oczywisty, poniewaz KRZ jest nietworczym (déﬁnicyjnym)
rozszerzeniem KRZ_..
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Szukana funkcja f: J, = J,_ jest okreslona w nast¢pujacy sposob:
(@) = a, gdy a € At (czyli f(At) = At),
(~) = ~(w),
(@ = B) = () = °(B),
@ v B) = ~f(a) = °(B),
(@ A B) ~ (@) = ~£(B)).

Dowdd twierdzenia 2.
Szukana funkcja f: J, = J; jest zlozeniem funkcji £ i f°. Inny dowod tego
twierdzenia mozna znalezé u Mlezivy (1966).

Twierdzenie 3.
KRZ jest zawarty w sensie def. 4 w INT.

Dowad.
Szukana funkcja f: J, = J; jest okreslona w nast¢pujacy sposob:
flo) = ~~a, gdy a € At (czyli f(At) + At),
f(~o) = ~f(),
fe = B) = f(a) = f(B),
fla v B) = ~~ [f(@) v f(B)] i
fla A B) = fo) A f(B).
Dokladny dowdd tego twierdzenia mozna znalezc u Wojtylaka (1981).

Twierdzenie 4.
KPZ nie jest zawarty w sensie def. 4 w INT.
Dowdd tego twierdzenia mozna znalez¢ u Mlezivy (1966), Wojcickiego-T okarza
(1971).

Podsumowujac uzyskane wyniki mozna powiedzieC, Zze spor o relacje
migdzy KRZ i INT ma charakter czysto terminologiczny. Jego rozstrzygnigcie
zalezy od tego, w jaki sposob bedziemy porownywac oba rachunki logiczne.

Stosujac def. 2 porownujemy KRZ i INT > syntaktycznie «, tzn. badamy
np., czy zdanie o ksztalcie ,,p v q” nalezy do zbiorow tez obu tych
rachunk6éw. W tym sensie prawo wylaczonego Srodka jest teza klasyczng,
a nie jest tezg intuicjonistyczna.

Stosujac def. 3 i def. 4 porownujemy KRZ i INT > semantycznie<«
— w obu rachunkach szukamy zdan o podobnym znaczeniu. To zadanie
spelnia funkcja f. Odpowiednikiem prawa wylaczonego Srodka zgodnie
z funkCJa f okreslonq w twierdzeniu 2 jest zdanie logiki intuicjonistycznej
w~ (~p A ~ ~p)”. Odpowiednikiem prawa wquczonego srodka zgodnie
z funkcja okreslong w twierdzeniu 3 jest zdanie w~~ (p V ~p).




