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Krzysztof Wdjtowicz

Problem istnienia we wspolczesnej
filozofii matematyKki

Artykul ten poswigcony jest wspélczesnej dyskusji na temat istnienia obiektow
matematycznych. Zawiera wprowadzenie, w kiérym omawiane s filozoficzne poglady
Georga Cantora 1 Kurta Godla, dwéch wybitnych matematykéw, reprezentantéw
klasycznego platonizmu'. W czesci artykutu poswigconej czasom wspéiczesnym oma-
wiane sg gléwne argumenty za stanowiskiem realistycznym (m.in. «argument z nie-
zbednosci» Quine’a-Putnama) oraz gldwne argumenty antyrealistyczne (argument
Benacerrafa, nominalizm Fielda i konstruktywizm Chihary). Celem artykutu jest m.in.
wykazanie, ze argumenty przeciwnikéw realizmu majg powazne braki i opierajg si¢ na
szeregu nie wytrzymujacych krytyki zatozeri. Omoéwione sg takze wspoiczesne warian-
ty realizmu matematycznego (fizykalizm Maddy, strukturalizm Shapiro i Resnika,
platonizm Browna i Balaguera) i wskazane sg ich stabosci. Artykut koncentruje si¢ na
problemach najszerzej dyskutowanych we wspdlczesnej literaturze przedmiotu, dla-
tego niektére stanowiska, jak np. konceptualizm Tharpa czy strukturalizm modalny
Hellmana nie s3 w nim omawiane.

Prehistoria

1. Platonizm Cantora. Twércg teorii mnogosci, a wigc zarazem wspottworcy
podwalin wspélczesnej matematyki jest Cantor. Pod koniec XIX wieku stworzyl on
podstawy teorii zbioréw, wprowadzajac najwazniejsze pojecia i dowodzac szeregu
twierdzeri”. Cantor zajmowatl si¢ poczgtkowo analizg matematycznga. Badanie szeregéw

| Zainteresowany czytelnik znajdzie wprowadzenie historyczne, jak réwniez oméwienie

innych stanowisk np. w R. Murawski, Filozofia matematyki, Warszawa 1995.
ZPodstawowe twierdzenia udowodnione przez Cantora to twierdzenie o nieréwnolicznosci

zbioru ze swym zblorem potggowym (znane obecnie jako twierdzenie Cantora) i twierdzenie o
réwnolicznosci R i R? (po jego udowodnieniu Cantor w jednym ze swoich listéw do Dedekinda
napisal stynne: ,widzg, ale nie wierzg”).
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pewnego specjalnego typu doprowadzilo go do pojecia ciagu pozaskoniczonego. Ta
obserwacja legta u podstaw jego teorii’.

Cantor interesowatl si¢ jednak nie tylko formalnymi aspektami stworzonej przez
siebie teorii. W nie mniejszym stopniu wazne byly dla niego jej filozoficzne motywacje
iimplikacje. Cantor interesowal si¢ filozofia i posiadat bogata bibliotek¢ dziet klasykow
(m.in. Platona, Arystotelesa, Tomasza z Akwinu, Kartezjusza, Leibnizai Kanta), ktére
dobrze znal. W péZniejszym okresie zycia prowadzil nawet wyktady z filozofii.
Z biegiem czasu coraz wigcej uwagi poswigcal metafizyce, zajmujac si¢ analizg
filozoficznych aspektéw teorii mnogosci.

Dla Cantora teoria mnogosci stanowita czg$é metafizyki. W liscie do Felixa
Kleina, wydawcey ,,Mathematische Annalen”, Cantor prosit o przyjecie do druku jego
artykutlu dotyczacego teorii mnogosci, piszgc. ze ,....poruszane zagadnienia sg czysto
matematyczne, pomimo, iz [...] bylem zmuszony poruszy¢ réwniez szereg zwigzanych
z nimi kwestii filozoficznych. Te dwa aspekty, sg niestety tak $cisle zwigzane, ze
bytoby mi bardzo trudno oddzieli¢ tresci matematyczne od innych™. Konsekwentnie,
w stosunku do przedmiotu swych badan Cantor byt realista, przekonanym o obiek-
tywnym istnieniu obiektéw matematycznych. W jednym z listéw do Mittag-Leftlera
napisal, ze ,,w stosunku do tresci moich prac jestem jedynie sprawozdawca i urzed-
nikiem”.

Cantor wyréznial kilka rodzajéw nieskonczonosci:

- nieskoniczono$¢ potencjalng (niewlasciwg);

- nieskoriczono$¢ aktualng, bez istnienia ktérej nie byloby mozliwe badanie nie-
skoriczonosci potencjalnej.

Nieskonczonosé aktualna rozpada si¢ z kolei na dwie kategorie:

- powigkszalna, czyli pozaskonczonos¢;

3Cantor udowodnil twierdzenie dotyczace jednoznacznosci przedstawienia funkcji danej
szeregiem trygonometrycznym. (S to funkcje postaci: f(x) =4 + [ancos(nx) + bnsin(nx)]. Jesli
f(x)=0dlax e (-n.m), to wéwczas apn=by=0). Zalozenia pierwoniej, udowodnionej w 1870 roku
wersji twierdzenia, dotyczace zbieznosci badanego szeregu do O na catym przedziale (-n,m) udato
sig Cantorowi oslabié. Twierdzenie o jednoznaczno$ci przedstawienia zachodzi réwiez wtedy,
gdy szereg irygonometryczny jest zbiezny do O tylko dla x € (-n.mt)\P, gdzie P jest pewnym
zbiorem .punktow wyjatkowych”. Aby poda¢ opis zbioréw punkiéw wyjgtkowych P, dla
ktérych zachodzi twierdzenie o jednoznacznosci przedstawienia Cantor wprowadzil pojecie
pochodnej zbioru: P* 1o zbiér punktéw skupienia P (méwigc nieformalnie, jest to zbidr
wszystkich granic wszystkich ciggéw o wartosciach w P), n+I-sza pochodna p! jest
zdefiniowana jako (P")’. Cantor zaobserwowal, ze cigg pochodnych zbioru jest ciggiem
zstepujacym, a nastgpnie zdefiniowal Q jako przecigcie tych (przeliczalnie wielu) zbioréw.
Otrzymany w ten sposéb zbidr Q okreslit jako ,,pochodng rzedu w”, gdzie w jest pierwszg liczbg
porzadkowg nieskoriczong. Oczywiscie zbiér Q tez ma swojg pochodna, ktéra jest pochodng
rzedu o+1 zbioru P. Proces tworzenia pochodnych zbioru mozna kontynuowac, ,,numerujac” je

kolez{'nymi pozaskoniczonymi liczbami porzadkowymi.
Cytat za W. Purkert, Cantor’s Views on the Foundations of Mathematics, w: D.E. Rowe,

J. McCleary (red.), The history of modern mathematics, San Diego 1989, s. 49-65.
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- niepowigkszalna, czyli Absolut (Transfinitum in Deo)’.

W tworzonej przez siebie teorii nieskoriczonosci Cantor dostrzegal aspekt teolo-
giczny. Prowadzit korespondencj¢ z teologami katolickimi i zalezalo mu na tym, aby
sformutowa¢ interpretacje swej teorii zgodna z teologia’. Wedlug Cantora wlasnie
teologia (a nie matematyka) jest nauka, ktéra powinna zajmowac si¢ absolutng nieskofi-
czonosciy, zas pozaskonczono$é winna by¢ przedmiotem badafi metafizyki i ma-
tematyki.7

2. Platonizm Gédla. Jako reprezentantdw stanowiska platonistycznego wsréd
matematykéw nalezy, obok Cantora, Hardy’ ego (1 wielu innych) wymieni¢ przede
wszyskim Gdodla, najwybitniejszego logika XX wieku’. Podobnie jak Cantor, Godel
interesowat si¢ filozofig i z biegiem lat poswigcal jej coraz wigcej uwagi, zwlaszcza za$
metafizyce. 10

Godel jest reprezentantem klasycznego platonizmu. Twierdzi, Ze matematyka
posiada przedmiot badan, a mianowicie §wiat obiektéw abstrakcyjnych. Obiekty te
istniejg w sposéb niezalezny od matematykéw i ich dzialalnosci poznawczej czy
aktywnosci umystowej. Wedtug Godla zalozenie o istnieniu takich obiektéw jest
réwnie uzasadnione jak zalozenie o istnieniu cial fizycznych''. Matematyka oparta jest

57a najlepsze uzasadnienie istnienia tej ostatniej Cantor uwazat uzasadnienie podane przez
Swigtego Augustyna w De civitate Dei (O paristwie Bozym) (por. Purkert, Cantor’s Views on
the Fundanons of Mathematics. dz. cyt.).
6 Cantor okreslal cigg aleféw Jako stopnie do Bozego tronu. Oméwienie tego aspektu dziela
Cantora znajdzie czytelnik w R. Murawski, G. Cantora filozofia teorii mnogosci, ,Studia
Filozoficzne™, 11-12 (228-229), 1984, s. 75-88; Purkert, Cantor’s Views on the Foundations of

Mathematics, dz. cyt.
Do teologii spekulatywnej nalezy badanie niekoriczonosci absolutnej i ustalenie, co mozna

o niej powiedzie¢ w ludzki sposéb. Z drugiej strony, pytania dotyczgce pozaskoriczonosci s3
przedmiotem badan metafizyki i matematyki” (cytat za 1. Jane, The Role of the Absolute Infinite

in Cantor’s Conception of Set, ,Erkenntnis”, 42, 1995, s. 375-402.)
,.Osobiscie zawsze uwazalem matematyka w pierwszym rzedzie za obserwatora, cztowieka,

ktéry obserwuje odlegle pasmo gorskie i odnotowuje swoje obserwacje. Jego zadaniem jest jasne
wyodrebnienie i opisanie innym tak wielu szczytéw, jak tylko jest to mozliwe.” G.H. Hardy,

Mathematical Proof. Mind”, 38, 1929, s. 1-25.
Dorobek Godla obejmuje m.in. dowéd petnosci logiki predykatéw pierwszego rzedu,

twierdzenie o niezupetnosci arytmetyki (zwane pierwszym twierdzeniem Godla), twierdzenie
o niedowodliwosci niesprzeczno$ci arytmetyki (i teorii mnogosci) Srodkami dowodowymi
tej teorii, dowdd niesprzecznosci aksjomatu konstruowalnosci z teoriy mnogosci
Zermelo-Fraenckla, a co za tym idzie niesprzecznosci pewnika wyboru i hipotezy continuum,

a takze prace dotyczace nierozstrzygalnosci réwnari diofantycznych.
Wiele informacji na temat filozoficznych pogladéw Godla mozna zaczerpnaé z monogratii

H. Wanga, Reflections on Kurt Goidel, Cambridge, Mass. 1987. O zainteresowaniach
filozoticznych Godla swiadczy fakt, ze pozostawil w swej spusciZnie kilkanascie notatnikéw
p0§w1¢conych filozofii.

Y K. Gédel. Russell’s Mathematical Logic, w: Benacerraf P., Putnam H. (red.)Philosophy of
Mathematics, Englewood Cliffts 1964, s. 211-232.
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na aksjomatach posiadajacych rzeczywistg tresé, nieredukowalng do prawd o przed-
miotach innej kategorii, w szczegélnosci do prawd czysto logicznych".

Aby wyjasnié, w jaki sposéb dochodzimy do poznania prawd matematyki. Godel
postuguje si¢ pojeciem intuicji matematycznej, bedacej pewnym szczegdlnym rodza-
jem percepcji. Argumentem narzecz istnienia intuicji jest fakt, ze ,.aksjomaty narzucaja
si¢ nam jako prawdziwe”". Intuicja dostarcza nam wiedzy na temat obiektéw mate-
matyczunych, przy czym Godel nie twierdzi, ze jest to wiedza natychmiastowa, dajaca
bezposredni wglad w Swiat matematyki. Wedlug Godla idee nasze formujg si¢ pod
wplywem ,,czegos, co jest dane w sposdb natychmiastowy. Lecz tym czyms nie sg.
a w kazdym razie nie s3 w pierwszym rzgdzie, wrazenia zmystowe”". Dane te nie sg
jedynie czyms subiektywnym, lecz ,,mogg reprezentowaé aspekt obiektywnej rzeczy-
wistosci, ale, w przeciwieristwie do danych zmyslowych, ich obecnoéé w nas moze
wynika¢ z innego zwigzku pomiedzy nami a rzeczywistoscig™".

Intuicja nie jest jedynym Zrédlem wiedzy matematycznej. Drugim kryterium
prawdziwosci aksjomatéw jest ich rola w matematyce, w porzgdkowaniu teorii ,,niz-
szego szczebla”. Niektore aksjomaty, same z siebie nieoczywiste, moga by¢ zaakcep-
towane na mocy ,.kryterium owocnosci™'®. Pewnego rodzaju podsumowaniem pogla-
déw Godla na kwestie prawdziwosci aksjomatdw jest nastgpujacy cytat:

,»Obok intuicji matematycznej istnieje inne (cho¢ jedynie uprawdopodobniajace)
kryterium prawdziwosci aksjomatéw matematycznych, a mianowicie ich owocnosé
w matematyce i, mozna by doda¢, w fizyce”' 7.

Realistyczne poglady Godla miaty znaczenie dla jego badari logicznych. Jak sam
pisat w jednym z listéw do Hao Wanga'®, umozliwity mu ,,uwolnienie si¢ od przesadéw
epoki” 1 swobodne postugiwanie si¢ nieefektywnymi, niekonstruktywnymi meto-
dami"”.

Czasy nowsze i wspélczesne

3. Argument «Z niezbednosci». Zwolennikom realizmu matematycznego argumen-
téw na rzecz ich tez ontologicznych dostarcza teoria Quine’a. Sa to argumenty innego

12 Tamze, s. 224.
13 K. Godel, Whar is Cantor’s Continuum Problem?, w: Philosophy of Mathematics, dz. cyt.,

s. 258-273.
14 Tamze, s. 271.

15 Tamze, s. 272.

16 Tamze, s. 265.

17 Tamze, s. 272.

18 Por. H. Wang, From Mathematics to Philosophy, New York 1974.

19 W szczegélnosci dotyczy to zaakceptowania definicji niepredykatywnych (Godel,
Russell's Mathematical Logic, dz. cyt) i odrzucenia konstruktywistycznych ograniczeri
stawianych twérczosci matematycznej. Na zwigzek technicznych idei i wynikéw Godla z jego
pogladami filozoficznymi wskazuje C. Parsons w Introductory note to 1946, w: K. Godel:
Collected Works I, Feferman S. (red.), New York 1990, s. 144-149.
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typu, niz te, ktére znajdziemy u Godla. Dwa znane artykuly Quine’a™ zawieraja
polemike z koncepcjg Carnapa. Przypomnijmy, ze wedlug tego ostatniego analizy
lingwistyczne nie upowazniaja do wyciagania jakichkolwiek wnioskéw dotyczgcych
ontologii. W szczegdlnosci stosowanie jezyka odwolujacego si¢ do przedmiotéw
abstrakcyjnych nie implikuje koniecznosci zaakceptowania ontologii platonistycznej”'.
Kwestia wyboru form jezykowych nie ma nic wspdlnego z zagadnieniem istnienia,
a jedynym kryterium tego wyboru jest skutecznos¢ uzywanego jezyka.

Aby uzasadni¢ swoje stanowisko Carnap postuguje si¢ znanym podzialem zdaii na
analityczne i syntetyczne. Zdania syntetyczne odnoszg si¢ do badanej rzeczywistosci,
natomiast analityczne sg prawdziwe jedynie na mocy przyjetych przez nas postulatow
znaczeniowych. Do tej ostarniej klasy nalezg zdania matematyki.

Teorie Carnapa odrzuca Quine. W Dwdch dogmatach empiryzmu kwestionuje
mozliwos¢ dokonania podziatu zdan na analityczne i syntetyczne, na ktérym opiera si¢
koncepcja Carnapa:

LJestesmy skionni zakladaé ogélnie, ze prawdziwos¢é zdan daje si¢ roztozy¢ na
komponent jezykowy i komponent faktualny. Przy tym zalozeniu wydaje si¢ racjonalne
sadzié. ze w przypadku pewnych zdai 6w komponent faktualny powinien by¢ zerowy:
bytyby to wtasnie zdania analityczne. Lecz przy calej apriorycznej racjonalnosci tego
pomyslu linia graniczna pomiedzy zdaniami analitycznymi i syntetycznymi po prostu
nie zostala poprowadzona. Przekonanie, ze rozréznienie to jest w ogéle wykonalne,
jest nieempirycznym dogmatem empirystéw, ich metafizycznym artykulem wiary"22

W analizach ontologicznych nie mozna zatem ignorowac zdan dotyczacych obiek-
téw abstrakcyjnych, w szczegélnosei obiektéw matematycznych. Po odrzuceniu dy-
chotomicznego podziatu zdan na analityczne i syntetyczne upada bowiem argument,
ze zdania matematyki sa prawdziwe jedynie na mocy postulatéw znaczeniowych.
Powstaje zatem problem okreslenia zobowigzan ontologicznych teorii naukowych, tzn.
okreslenia. istnienie jakiego rodzaju bytéw postuluje dana teoria. Wedlug Quine’a,
z problemem tego typu spotykamy si¢ juz w fazie formowania si¢ naszego zdro-
worozsgdkowego obrazu Swiata™, a nastepnie w nauce. Jak pisze: ,,nauka jest kon-
tynuacjg zdrowego rozsagdku i podtrzymuje zdroworozsadkowg zasade rozbudowy-
wania ontologii dla uproszczenia teorii”**

Podobne do Quine’a stanowisko zajmuje Putnam. Wedlug niego spéjna teoria
$wiata powinna postulowaé istnienie wszystkich przedmiotéw, o ktérych méwi. Skoro
zatem kwantyfikacja po obiektach matematycznych jest istotnym skiadnikiem kazdej

20 W.V.0. Quine. O tvin co istnieje, w: Z punktu widzenia logiki. thum. Barbara Stanosz,
Warszawa 1969, s. 9-34: Dwa dogmmary empiryzmu, w: Z punkru widzenia logiki, dz. cyt.,
s. 35-70.

21 R. Carnap. Empiricism, Semantics and Ontology, w: Philosophy of Mathematics, dz. cyt.,

s. 258-273.
22 W.V.0. Quine, Dwa dogmary empiryzmu, dz. cyt., s. 57-58.

23 W.V.0. Quine. O tvm co istnieje, dz. cyt., s. 31.
24 W.V.0. Quine, Dwa dogmary empiryzmu, dz. cyt., s. 68.
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teorii fizycznej, to przyjmujac istnienie obiektéw fizycznych, o ktérych dana teoria
moéwi, musimy takze zalozy¢ istnienie obiektéw matematycznych™. Argument tego
typu nosi w literaturze nazwe argumentu z niezbednosci (indispensability argumen[)m.

Realizm Quine’a-Putnama opiera si¢ na innych przestankach i ma inny charakter
niz platonizm Godla. Wedlug Godla obiekty matematyczne tworzy pozaczasoprze-
strzenng rzeczywistos¢, ktérej poznanie umozliwia nam intuicja matematyczna. Ona
umozliwia nam uznanie pewnych aksjomatéw za oczywiste. Prawdziwos¢ innych
poznajemy obserwujac ich konsekwencje 1 badajac ich owocnosé. Godel wychodzi
zatem od praktyki matematycznej, za$ platonizm jest wediug niego jedynym
stanowiskiem umozliwiajacym stworzenie spojnej ,,teorii matematyki”’. Z kolei Quine
i Putnam wychodzg od rozwazan dotyczacych struktury nauki, w szczegélnosci fizyki.
Poniewaz nie da si¢ nauki roztozy¢ (1ak jak to postulowal Camap) na skladowg
analityczng i syntetyczng, zatem musimy konsekwentnie zaakceptowaé peing ontolo-
gie, tzn. uznad istnienie wszystkich przedmiotéw, o jakich mowa w naukowym dyskur-
sie. W ujeciu Quine’a i Putnama ,,stosowalnos¢ pocigga za sobg istnienie”.

Zaréwno teoria Godla, jak i teoria Quine’a-Putnama majg swoje stabosci. Quine
i Putnam nie méwig nic na temat tego. czy 1 w jaki spos6b poznajemy $wiat obiektow
matematycznych. Prawdy matematyki, wedlug Godla wieczne i niezmienne (przypo-
mnijmy. ze problem continuum™ uwazal za naukowy problem dotyczgey rzeczywis-
tosci!), w mysl quasi-empirystycznego stanowiska Quine’a 1 Putnama sg zalezne od
stanu nauki. Jesli jaki§ fragment matematyki nie ma zastosowan, to nie mozna powie-
dzie¢, ze jest prawdziwy - stanowi bowiem niezinterpretowany system formalny™.
Z drugiej strony, w ramach koncepcji Godla, w odréZnieniu od quasi-empiryzmu
Quine’a-Putnama, trudno jest w zadowalajacy sposéb wyjasnié fakt stosowalnosci
matematyki. Argument Quine’a-Putnama sformulowany jest w sposéb czysto jako-
sciowy; nie pozwala na przeprowadzenie dokladniejszych analiz ontologicznych. Pro-
pozycje uszczegblowienia argumentu Quine’a-Putnama i nadania mu bardziej precy-
zyjnej postaci poprzez wykorzystanie pewnych wynikéw z zakresu podstaw

25 H. Putnam, Whar is Mathematical Truth?, w: Mathematics. matter and method:
philosophical papers, t.1, wyd. Il, Cambridge 1975, s. 60-78.

6 Zwréémy uwage na fakt, ze argumenty tego typu nie sg w filozofii nauki, w szczegélnosci
w filozofli matematyki, nowe. Cantor postugiwal sig tego typu argumentem dowodzac istnienia
liczb pozaskoriczonych — bez nich bowiem nie jest mozliwe wyjasnienie zjawisk naturalnych.
W jaki$ sensie podobna jest argumentacja Zermelo za przyjgciem pewnika wyboru (jest to
,,wg;vnqtrz'r_nalematyczny argument z niezb¢qno§ci”).

=" K. Godel, Russell’s Mathematical Logic, dz. cyt., s. 220.

28 przypomnijmy. ze hipoteza continuum (w literaturze oznaczana standardowo CH) méwi,
ze moc zbioru potggowego liczb naturalnych (czyli moc continuum) jest nastgpna moca
nieskoniczong po mocy zbioru liczb naturalnych. Méwi ona zatem. ze pomiedzy mocg
przeliczalng a continuum nie ma mocy posredniej. Teoria mnogosci ZFC nie rozstrzyga problemu

CH - wiemy, ze zaréwno ZFC+CH. jak i ZFC+non-CH sg teoriami niesprzecznymi.
29Por. W.V.O. Quine, recenzja z C. Parsons: Mathematics in Philosophy. ,Journal of

Philosophy™, 81, 1984, s. 783-794.
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matematyki znaleZé mozna w pracach K. Wéjtowicza, Wokdf problemu realizmu
. .. . . . .y 30
teoriomnogosciowego 1 Reverse Mathematics and the Indispensability Argument™ .

4. ,, Wyzwanie Benacerrafa”. W roku 1973 Paul Benacerraf opublikowal klasy-
czny juz dzi§ artykul Mathematical Truth. Przedstawil tam giéwne problemy, z
jakimi musi upora¢ si¢ platonizm. Benacerraf wychodzi od pewnych zalozed me-
todologicznych, stawianych filozofii matematyki. Ma ona spelnia¢ nastgpujace
warunki:

1) powinna umozliwi¢ sformutowanie jednolitej teorii semantycznej (w stylu
Tarskiego) dla teorii naukowych, tzn. takiej, ktéra odnosi si¢ do catego jezyka, w szcze-
g6Inosci do terminéw matematycznych 1 niematematycznych;

1) powinna umozliwi¢ wyjasnienie pojecia prawdy matematycznej w sposéb
zgodny z ,,rozsadng epistemologia”.

Gliéwna teza Benacerrafa glosi, ze nie jest mozliwe pogodzenie tych dwéch
warunkow. Swoje rozumowanie Benacerraf opiera na ponizszych przestankach:

i) przyjmuje kauzalng teori¢ wiedzy‘”;

it) stwierdza, ze liczby (czy ogélniej przedmioty matematyczne) jako abstrakcyjne
nie oddziatywujg przyczynowo;

iii) odrzuca percepcje pozazmystowg jako Zrédto wiedzy.

Ztych trzech przestanek Benacerraf wyprowadza wniosek, ze klasyczny platonizm
zaproponowany przez Godla nie spetnia wymogéw metodologicznych stawianych
teorii nauki, a tym samym jest nie do przyjecia. Wedtug Benacerrafa oczywiste jest, ze
postulowana przez Godla koncepcja istnienia pozazmystowej percepcji obiektow czy
poje¢ abstrakcyjnych jest zbyt malo precyzyjna. Brak w niej bowiem wyjasnienia
zwigzku pomigdzy naszymi zdolnosciami poznawczymi a przedmiotem WiedzyH.

Artykul Benacerrafa stat si¢ przedmiotem ozywionej dyskusji (Maddy okresla
wrecz okres po 1973 w filozofii matematyki jako ,ere post-Benacerrafowska™).

Zdecydowanie krytycznie na temat Godlowskiej teorii intuicji wypowiada si¢ takze
Chihara. Twierdzi. ze nie moglaby by¢ ona zaakceptowana przez nauki do§wiadczalne

30Chodzi 0 wyniki uzyskane w ramach tzw. ,matematyki odwrotnej”. Zainteresowanego
czytelnika odsytamy np. do R. Murawski, Rozwdj programu Hilberta, ,.Wiadomosci
Matematyczne™ XXX, 1993. s. 51-72;; K. Wojtowicz, Wokdt problemu realizmu
teoriomnogosciowego, ,Filozofia Nauki”, nr 4, 1995 oraz tenze, Reverse Mathematics and the
Indispensability Argument, w: Jadacki J., Pasniczek J. (red.) Lvow-Warsow School: New

Generation, Amsterdam (w przygotowaniu).
3Ipodstawowe zalozenia kauzalnej teorii wiedzy zostaly sformutowane przez A.L. Goldmana

w jego klasycznym juz dzi§ A Causal Theory of Knowing, ,Journal of Philosophy”, 64, 1967,
s. 357-72. Nie wnikajac w szczegdly, zwolennicy tej koncepcji twierdza, ze warunkiem
koniecznym posiadania wiedzy na temat jakiego$ rodzaju obiektéw jest istnienie zwigzku

kauzalnego pomigdzy tymi obiektami a nami.
32p. Benacerraf, Mathematical Truth, ,Journal of Philosophy™, 70, 1973, s. 661-680.

33Por. P. Maddy, Philosophy of Mathematics: Prospects for the 1990s, ,,.Synthese”, 88, 1991,
s. 155-164.
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jako nieprecyzyjna i pozbawiona podstaw empirycznych™. Wedtug Chihary wyja-
$nienie zgodnos$ci w rozumowaniach i wnioskach matematykéw nie wymaga zalozenia
o istnieniu wspélnego, obiektywnie istniejacego przedmiotu badan matematyki®. Chi-
hara proponuje przyjaé stanowisko naturalistyczne i tlumaczy¢ podobienstwo w in-
tuicjach matematykéw podobieristwem ich struktury biologicznej.

W podobnym duchu wypowiadaja si¢ Gottlieb:

.Obiekty matematyczne sg tajemnicze 1 powinni§my za wszelka ceng ich unikaé.
Sg szczegdlnie szkodliwe w matematyce. [...] Tajemnicg jest, w jaki sposéb my, byty
konkretne, mielibySmy poznawaé byty abstrakcyjne i ogélnie rzecz biorac jest
watpliwe, czy abstrakty mogg oddziatywa¢ z konkretami”*

i Field:

,.Nie ma zwigzkéw przyczynowych pomigdzy obiektami z platonskiego krélestwa
i nami; w jaki zatem spos6b mozemy wiedzieé, co si¢ w tym krélestwie dzieje? Wydaje
sig. ze aby odpowiedzie¢ na to pytanie musieliby§my postulowa¢ istnienie jakiego$
afizycznego zwiazku, jakiejs tajemniczej mocy umyslu...””.

Mozna wyrézni¢ dwie podstawowe linie obrony zwolennikéw stanowiska realisty-
cznego przeciwko rozumowaniu Benacerrafa:

1. Odrzucenie (poprzez wskazanie stabosci czy nieuzasadnionych zatozen) kauzal-
nej teorii wiedzy (tak robig m.in. Brown. Steiner, Liston);

2. Zaakceptowanie ,hipotezy interakcjonistycznej”™ i préba sformulowania epi-
stemologii zgodnej ze standardami naturalistycznymi®,

34C. Chihara, A Godelian Thesis Regarding Mathematical Objects: Do They Exist? And Can

We Perceive Them?, ,Philosophical Review”, 91, 1982, s. 211-27.
35Tamze, s. 217-218.

36D, Gottlieb, Ontological Economy: Substitutional Quantification and Mathematics. Oxford

1980, s. 11.
3TH. Field, Realism and Anti-realism abour Mathematics, ,Philosophical Topics”, 13, 1982,

5. 45-69.
38 Sformufowania .hipoteza interakcjonistyczna” uzywa M. Liston w Tuking Mathematical

Fictions Seriously (,.Synthese”, 95, 1993, s. 433-458) na okreSlenie stanowiska, w my¢l kidérego
posiadanic wiedzy o jakimkolwiek przedmiocie wymaga oddziatywania przyczynowego
pomigedzy tym przedmiotem a nami.

9Najogblniej rzecz biorae, naturalizacja epistemologii polega na odrzuceniu
metafilozoficznej tezy o istnieniu ,.filozofii pierwszej” 1 przyjeciu tezy o tym, ze przejscie
pomigdzy filozofia a naukg jest ciaggle. W ujeciu tym badania filozoficzne nie powinny byé
pierwotne w stosunku do nauki, a wrgcz przeciwnie, powinny opieraC si¢ na naukach
szczegolowych. W ujeciu radykalnym filozotia (w szczegdlnosci epistemologia) ma ustapic pola
naukom empirycznym. WyraZnie méwi o tym Quine: ,,...naturalizm: uznanie, ze rzeczywistosé
jest identyfikowana i opisywana w nauce, a nic w jakiejs uprzedniej wobec niej filozotii”
(W.V.0. Quine, Rzeczy i ich miejsca w teoriach, w: T. Szubka (red.), Metafizyka w filozofii
analitycznej, Lublin 1995, s. 31-51). Zwigzly opis problematyki zwigzanej z epistemologia
naturalistyczng zawiera tekst K. Dorozyfiskiego, Epistemologia naturalistyczna, w: A. Bronk
(red.), Filozofowad dzis, Lublin 1995. (Czyielnik znajdzie tam réwniez szereg krytycznych uwag
pod jej adresem jako teorii bedacej wspdlczesng kontynuac)a .,mitu scjentystycznego”.) Wsréd
filozotéw matematyki stanowisko naturalistyczne zajmujg np. P. Kitcher (Mathematical
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Omoéwmy je bardziej szczegotowo.

Ad. 1) Krytycy kauzalnej teorii wiedzy wskazujg np. na fakt, ze sami twoércy
kauzalnej teorii wiedzy mieli na mysli wiedz¢ przyrodniczg, a wigc ich teoria nie
moze by¢ automatycznie stosowana do badad nad wiedzg dotyczaca obiektéw
abstrakcyjnych™. Brown twierdzi. powolujac si¢ na eksperyment Einsteina-Podol-
sky'ego-Rosena i nieréwnosci Bella, ze kauzalna teoria wiedzy jest fatszywa''.
Wedtug Listona warunkiem posiadania rzetelnej wiedzy jest posiadanie dobrej
teorii, a nie interakcja z przedmiotem wiedzy*z. Steiner wskazuje na trudnosci,
jakie niesie ze sobg kauzalna teoria wiedzy i wielos¢ mozliwych jej sformutowan
i interpretacji®.

Ad. 2) Takg strategi¢ obrali na przyktad Maddy i Resnik. Ich koncepcje zostang
przedstawione pdZnie;j.

5. Argument z niezbednosci ponownie rozpatrzony. Zarzuty Benacerrafa dotyczg
klasycznej epistemologti platonistycznej. Jest to zatem atak na teori¢ intuicji matematy-
cznej, bedaca fundamentem ,platonizmu epistemologicznego™. Zwolennicy stano-
wiska antyrealistycznego podejmujg réwniez proby podwazenia argumentu z niezbed-
nosci Quine’a-Putnama, bedacego jednym z wazniejszych argumentéw na rzecz ,,pla-
tonizmu ontologicznego”.

5.1 Fikcjonalizm Fielda. Najgtosniejsza i najszerzej dyskutowang prébg obalenia
tego argumentu na rzecz realizmu matematycznego jest proba podjeta przez Fielda
w jego Science withour Numbers. Przedstawimy tu w skrétowej formie zarys jego
koncepcji®’.

Naturalism w: W. Aspray. P. Kitcher (red.). Historv and Philosophy of modern
mathematics, Minneapolis 1988) 1 P. Maddy (Taking Naturalism Seriously, w: Prawit,

Sk\ s and Westerstahl (red.), Logic, Methudolag) and Philosophy of Science IX, 1994).
40Por. np. uwage Lewisa: ,Kauzalne wyjasmema wiedzy sg bardzo dobre tam. gdzie moga

byé zastosowane, ale jesli prébuje sie je stosowa¢ jako teorie ogdlne, to matematyka je

talfghkme (D.K. Levis, On the Plurality of Worlds, Oxford 1986, s. 109).
R. Brown, [T in the Sky. w: A.D. Irvine (red.), Physiculism in Mathematics, Dordrecht

1990.
42M. Liston, Taking Mathematical Fictions Seriously. .Synthese™, 95. 1993, s. 433-458.

43M. Steiner, Platonism and the Causal Theory of Knowledge, ,,Journal of Philosophy”, 70,

1973, s. 57-66.

Terminologia ta stosowana jest np. przez Steinera. Pod pojeciem ,platonizmu
ontologicznego” rozumie on doktryng filozoficzng, w mysl ktérej prawdy matematyki opisuja
nieskofczony $wiat obiektéw matematycznych, natomiast pod pojgciem platonizmu
epistemologicznego” doktryng, w mysl ktérej mozemy poznac te prawdy poprzez pewnego
rodzaju szczeg6lny rodzaj zdolnosci

45 Zainteresowany czytelnik znajdzie dokladniejsze oméwienie w: T. Bigaj. Kilka uwag w
sprawie niezbednosci matematyki w nauce, ,JFilozofia Nauki”, nr 3-4, 1994, s, 161-174.; K.
Wéjtowicz, Czy matematvka jest niezbedna w nauce?, Filozofia Nauki”, nr 3-4, 1994, s.
141-160.



64 Krzysztot Wéjtowicz

Field uwaza argument z niezbgdnosci za .jedyny powazny argument na rzecz
stanowiska realistycznego”“’. Jego celem jest podwazenie przestanek tego argumentu.
Nie podejmujac polemiki z samym rozumowaniem typu ,,stosowalnos¢ pociagga za sobg
istnienie”, Field stara si¢ wykazaé, ze przesfanki argumentu z niezbednosci nie sg
spelnione, czyli ze nie jest prawds, Ze matematyka jest niezbedna w nauce. Wedtug
Fielda, kazda teoria fizyczna daje si¢ przedstawi¢ w syntetycznej, nominalistycznie
akceptowalnej wersji, ktéra ma takg samg sit¢ eksplanacyjng, jak teoria postugujaca si¢
instrumentarium matematycznym. Istotne jest jednak to, ze w zasadzie moglibysmy
z tego instrumentarium zrezygnowac. Przydatnosé¢ matematyki Field wyjasnia postu-
gujac sie pojeciem nietwérczosci'. Matematyka ma wiasnie wlasnosé nietwdrczosci,
co znaczy po prostu tyle, ze wszelkie nominalistyczne wnioski na temat swiata fizy-
cznego uzyskane przy pomocy instrumentarium matematycznego mozna tez wWypro-
wadzi¢ w ramach same;j tylko teorii nominalistycznej. Wynika stad. Ze matematyka jest
wprawdzie przydatna. bo pozwala na skrécenie dowodéw i uproszczenie rozumowar,
ale nie jest niezbedna - ma co najwyzej charakter uzytecznej fikcji.

Swoje rozumowanie Field ilustruje przyktadem nominalistycznego przeformuto-
wania teorii grawitacji Newtona. Opiera sig¢ przy tym na pewnych zalozeniach do-
tyczacych struktury czasoprzestrzeni - wedtug Fielda punkty i obszary czasoprzestrzeni
istniejg jako odrebne byty (substantywizm). Dopiero to kontrowersyjne zalozenie
umozliwia mu przeprowadzenie niezbednych konstrukcji.

Koncepcja Fielda stata si¢ przedmiotem zdecydowanej krytyki. Zarzuty stawiane
Fieldowi mozna podzieli¢ na kilka zasadniczych grup.

) Zarzuty wobec substantywistycznej koncepcji czasoprzestrzeni. Tego typu
zarzuty pojawiaja sie np. w komentarzach Resnika™. Brak jest danych obserwacyjnych
dotyczacych samych obszaréw czasoprzestrzeni (por. uwagg¢ u Malamenta w Review
of Science Without Numbers™, ze punkty czasoprzestrzeni sa lokacjami dla p6li obiek-
tow fizycznych i ze to one oddzialywujg kauzalnie, nie zas$ ich lokacje). Resnik twierdzi,
ze argumenty Fielda dotyczace przyczynowego oddzialywania punkidw i obszardw
czasoprzestrzeni przypominaja argument typu: ,,liczby oddziatywujg przyczynowo, bo
gdy liczba os6b w pomieszczeniu wzrasta, to temperatura wzrasta™. Field nie potrafi
tez podaé epistemologii dla swojej teoril obszaréw czasoprzestrzeni - wedlug Resnika
przypomina ona raczej epistemologie dla obiektéw abstrakcyjnych niz fizycznych.
Podobnie Malament w Review of Science Without Numbers wyraza watpliwosé, czy

46H. Field, Science Without Numbers, Oxford 1980, s. 5.

4INiech (L,Cn) i (L’,Cn’) beda dwoma logikami, przy czym L ¢ L’, za$ T { T" teoriami
sformutowanymi w tych jezykach. Méwimy, ze T” jest nietwérczym rozszerzeniem T, jesh
Cn’(T")nL = Cn(T). Ogdlniej, T jest nietwérezym rozszerzeniem T ze wzgledu na pewng klasg
zdaii F w jezyku L, jesh Cn’(T")F = Cn(T)nF.

B Por. D.M. Resnik, How Nominalistis Hartry Field’s Nominalism ?, ,,Philosophical Studies”,

47, 1985, s. 163-181,
49D, Malament, Review of Science Without Numbers, ,Journal of Philosophy™, 79, 1982,

s. 523-534.
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punkty i obszary czasoprzestrzeni mozna nazwac obiektami fizycznymi, skoro nie maja
ani masy, ani pola; nie podlegajg tez zmianom. Wedlug Urquharta réznica pomiedzy
obszarami czasoprzestrzeni a zbiorami punktéw jest gléwnie terminologiczna, gdyz
Field dopuszcza tworzenie obszaréw czasoprzestrzeni w zupeinie dowolny sposc’)bso.

Skoro Field akceptuje wszystkie obszary czasoprzestrzeni (ktéra przypomnina do
ztudzenia R"), 10 pojawia si¢ cala masa pytan, bedacych tak naprawde przeformulo-
waniami teoriomnogosciowych zagadnien dotyczgcych continuum: Czy hipoteza con-
tinuum zachodzi dla czasoprzestrzeni? Jakie zbiory sg zdeterminowane? Field nie
udziela odpowiedzi na powyzsze pytania i nie wyjasnia, w jaki sposdb mozemy je
uzyskaé w nominalistycznej fizyce. Przypomnijmy tutaj, Ze zdania te s niezalezne od
ZFC i wymagajg przyjecia silnych zatozen (np. aksjomatu konstruowalnosci albo
istnienia liczby mierzalnej).

2) Zarzuty dotyczace technicznych aspektéw programu Fielda. Shapiro w Conser-
vativeness and Incompleteness °* wskazuje na fakt, ze Field nie uwzglednit nalezycie
réznicy pomiedzy wynikaniem syntaktycznym a semantycznym. Wprawdzie w logice
elementarnej s3 one, na mocy twierdzenia o petnosci, tym samym, ale przeciez Field
postuguje sie znacznie silniejsza logikg. Nie mozna zatem utozsamiaé nietworczosci
semantycznej i syntaktycznej. Skoro jednak wedtug Fielda rola matematyki w nauce
polega jedynie na skracaniu dedukcji, to musi mu chodzi¢ o nietwérczosé syntaktyczng.
Shapiro pokazuje, ze przy przyjeciu stosowanej przez Fielda logiki (i przy przyjeciu
naturalnego zalozenia, ze méwimy o teoriach rekurencyjnie aksjomatyzowalnych™)
istniejg zdania nominalistyczne dowodliwe w teorii zmatematyzowanej, a niedowod-
liwe w samej tylko teorii nominalistyczne;.

3) Innego rodzaju zarzuty dotycza samej mozliwosci nominalistycznego prze-
formutowania nauki. Malament wskazuje na fakt (przywolujac przyklad teorii pola
Kleina-Gordona), ze znominalizowana fizyka Fielda jest w stanie rozwigzaé tylko
niektére z powstajacych probleméw”‘ Twierdzi réwniez, ze program nominalizacji
Fielda ,,nawet jesli jest skuteczny w stosunku do teorii grawitacji Newtona, to prawie

S0 A, Urquhart A., The Logic of Physical Theory. w: Physicalism in Mathematics, dz. cyt.

s. 145-154.
5IS. Shapiro, Conservativeness and Incompleteness, ,Journal of Philosophy”, 60, 1983,

s. 524-531.

52To zalozenie jest uzasadnione. Field méwi o ,atrakcyjnych nominalistycznych
sformutowaniach”, w ktérych mozna zrekonstruowac fizyke. Rekurencyjna aksjomatyzowal-
nos¢ takiej teorii jest na pewno warunkiem koniecznym uznania jej za atrakcyjne narzedzie
dedukcji.

53 Téoria pola Kleina-Gordona bada struktury postaci (M.d).®). gdzie (M.d) to
czasoprzestrzei Minkowskiego. z ®:M — R to funkcja spetniajgca réwnanie @ = 0. W teorii
tej dowodzone sg twierdzenia trzech rodzajow:

1. Dotyczace poszczegdlnych modeli (tj. czasoprzestrzeni Minkowskiego).

2. Dotyczace istnienia modeli o pewnych cechach.

3. Dotyczace catych klas modeli.

Wedlug Malamenta w teorii Fielda mozna dowodzi¢ jedynie twierdzenia z klasy 1.
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na pewno nie powiedzie sig¢ w przypadku innych ciekawych teorii fizycznych™,
Malament jako przykiady takich teorii podaje mechanike Hamiltonowska i kwantows.
Liston® twierdzi, ze nie da si¢ ,znominalizowac” teorii drgan opartej o analize har-
moniczng Fouriera. Burgess™® wskazuje na fakt, 7e jest niemozliwe, aby rzeczywiscie
uprawiaé fizyke tak, jak to proponuje Field. W kontekscie odkrycia metody matematy-
czne odgrywajg bowiem fundamentalng role. Gdyby fizyka rzeczywiscie zostala
znominalizowana, to byé moze przestataby si¢ rozwijac, gdyz bardzo wyrafinowane,
abstrakcyjne 1 pozornie w zaden sposéb nie zwigzane z przedmiotem badan techniki
matematyczne okazujg si¢ by¢ bardzo owocne. Burgess wskazuje tez na fakt, ze Field
wprawdzie podal syntetyczng wersje teorii grawitacji Newtona w plaskiej czasoprzes-
trzeni, ale jest mato prawdopodobne. aby udato mu si¢ podaé nominalistyczng wersje
mechaniki kwantowej (gdzie mamy do czynienia z nieskoriczenie wymiarowymi prze-
strzeniami)”". Oczywiscie niemoznos¢ przeprowadzenia programu Fielda dla bardziej
skomplikowanych teorii fizycznych nie zostata udowodniona, ale wydaje si¢, ze w tym
przypadku cigzar dowodu spoczywa na Fieldzie, ktéry nie uzyskal zadnych pozyty-
wnych wynikéw w tym kierunku.

4) Oprécz wymienionych wyze] zarzutéw mozna sformutowaé jeszcze kilka
innych. Field postuguje si¢ pojeciem przekladu teorii nominalistycznej na teori¢
matematyczng, nie precyzujgc jednak, o co mu doktadnie chodzi. Nie jest jasne, w jaki
sposéb zdania matematyczne mialyby by¢ tlumaczone na zdania nominalistyczne.
Czy kazde zdanie matematyczne ma swoj nominalistyczny odpowiednik, czy tylko
niektére? Jak je rozpoznaé? Innym zagadnieniem jest kwestia niezupetnosci teorii
znominalizowanych. Wszak pytania nie rozstrzygnigte mozna rozstrzygnaé w oparciu
o silniejszg teori¢ (podobnie jak pewne twierdzenia dotyczace liczb naturalnych
niedowodliwe w arytmetyce Peano s3 dowodliwe w teorii mnogosci). Skad jednak
wiadomo, jakiej teorii wolno nam uzyc? Field pisze jedynie, ze ,.dobra matematyka
jest nietworcza; odkrycie, ze akceptowana obecnie matematyka nie jest nietwoércza,
byloby odkryciem, ze nie jest ona dobra”. Jest to zalozenie, ktérego Field nie
uzasadnia™.

5) Aby przeprowadzié swdj program, Field postuguje sie silng logikg. Sam zreszig
otwarcie pisze o tym, ze ,,zastosowanie wzmocnionej aparatury logicznej ratuje nas
przed koniecznoscig uwierzenia w duzg ilos¢ niczym nie uzasadnionych obiektéw

34D, Malament. Review of Science Without Nuimbers, dz. cyt., s. 532.
55 Liston, Taking Mathematical Fictions Seriouslv. dz. cyt.
561.p. Burgess, Why I Am Not a Nominalist, ,Notre Dame Journal of Formal Logic”, 24, 1983,

s. 93-105.

57TUrquhart w The Logic of Physical Theory, dz. cyt., s. 145-154, twierdzi wrecz, Ze jest
watpliwe. ¢zy mozna poda¢ nominalistyczng wersje teorii grawitacji dla czasoprzestrzeni o
zmiennej kezywiZnie. Mozliwosc takg dostrzega jednak Malament w: Review of Science Without
Numbers, ..Journal of Philosophy™. 79. 1982. 5. 523-534.

580Oméwienie tego typu probleméw zwigzanych z programem Fielda czytelnik znajdzie w
artykule Wéjtowicza, Czy matemaivka jest niezbgdna w nauce?, dz. cyt.
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o zupetnie innym charakterze niz pozostate obiekty, w ktére wierzymy””’. W szczeg6l-
nosci Field akceptuje obiekty nieskodczone, nie stawia nawet zadnych ograniczen co
do ich mocy. Odrzuca jedynie obiekty abstrakcyjne. Jednak krytycy wskazuja na fakt,
ze zatozenie o istnieniu obiektéw nieskoriczonych jest z punktu widzenia logiki zna-
cznie silniejsze niz zalozenie o istnieniu obiektéw abstrakcyjnych®. Wzmacnianie
logiki zobowigzuje do wyjasnienia, jakie zalozenia pozalogiczne musimy przyjaé i jak
uzasadni¢ tego typu postgpowanie.

5.2 Konstrukrywizm Chihary. Chihara jest przeciwnikiem realizmu (ktéry nazywa,
chyba nieco lekcewazgco, . literalizmem™®) i twierdzi, ze zdania egzystencjalne mate-
matyki wcale nie muszg nies¢ za sobg zobowigzan ontologicznych. Jego celem jest
~fozwinigcie systemu matematycznego, w ktérym twierdzenia egzystencjalne tradycyj-
nej matematyki zostang zastapione stwierdzeniami dotyczacymi konstruowalnosci”®
Ma to byé mozliwe dzigki stworzeniu teorii konstruowalnosci, w ktérej konstruowal-
nosé jest pojeciem pierwotnym. Logika, ktéra postuguje si¢ w tym celu Chihara, to
w-sortowa logika predykatéw z dodatkowym kwantyfikatorem konstruowalnosci, bg-
dgca konstruktywistycznym wariantem teorii typow. Twierdzenia egzystencjalne mate-
matyki (,.istnieje taka liczba. ze...”) zostajg zastapione twierdzeniami dotyczacymi
konstruowalnosci (.,jest mozliwe skonstruowanie takiej liczby, ze...””). Nalezy tu doda¢,
ze Chihara rozumie konstruowalnos¢ znacznie szerzej niz intuicjonisci. Stwierdzenie,
ze jakas konstrukcja jest mozliwa do przeprowadzenia. nie znaczy wcale, ze wiemy,
jak ta konstrukcja wyglada®. Znaczy jedynie tyle, ze .w logicznej przestrzeni zdan
otwartych jest dostatecznie duzo miejsca, aby skonstruowaé dane zdanie otwarte”™*

Na zarzuty dotyczace obrania tak zlozonego systemu logicznego jako podsta-
wowego dla rozwijania matematyki, Chihara odpowiada“. iz postulat Quine’a, aby
nauke formutowaé w logice elementarnej. nie jest zasadny, zas teorie naukowe najlepiej
formutowaé w pewnego rodzaju jezyku naturalnym®. Temu celowi ma wiasnie stuzy¢
tworzona przez Chihare logika. Chihara nastgpnie rekonstruuje fragmenty arytmetyki
liczb naturalnych i arytmetyki liczb rzeczywistych.

W stosunku do teorii Chihary mozna wysunaé szereg zarzutéw. Po pierwsze,
podobnie jak teoria Fielda obejmuje ona zaledwie waski fragment matematyki. Jezeli
zatem Chihara twierdzi, ze jest to mozliwe takze w stosunku do reszty matematyki

59Field, Science Without Numbers, dz. cyt., s. 98

60Urquhart, The Logic of Physical Theory, dz. cyt.

61C, Chihara, Constructibility and mathematical existence, Oxford 1990, s. 3.

52 Tamze, s. 25.

63Tamze, s. 48.

&4 Tamze, s. 48.

65 Tamze, s. 87.

66 Nalezy tu dodaé, ze Chihara nie ma zapewne na mysli jednego z jezykéw etnicznych, ale
whaturalny jezyk naukowy”, powstaly w trakcie uprawiania nauki, w ktérym wyrazenia z j¢zyka
naturalnego wystepujg razem z fachowg terminologia i pojgciami matematycznymi.
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(stosowanej). to powinien poda¢ przeformutowania bardziej zaawansowanych frag-
mentéw matematyki. A priori nie jest oczywiste, ze to si¢ musi udaé.

Drugi rodzaj obiekcji jest taki sam, jak zarzuty wysuwane w stosunku do teorii
Russella. Podobnie jak Russell, Chihara musi przyjaé pewne aksjomaty pozalogiczne
(ekstensjonalnosci. abstrake)i i nieskoriczonosct, kiéry Chihara nazywa ,,hipotezg nie-
skonczonosci”). Chihara nie wyjasnia, co upowaznia go do uznania tej wiedzy za czysto
logiczna, dotyczacy konstruowalnosci zdat otwartych, nie za$ obiektéw matematy-
cznych.

Trzeci rodzaj zarzutéw dotyczy uzywanych przez Chihare pojeé modalnych.
Zastgpienie zdan egzystencjalnych zdaniami modalnymi zmusza nas do wyjasnienia
probleméw ontologicznych zwigzanych z koncepcja mozliwych swiatéw. Zapewnienia
Chihary, ze semantyka typu Kripkego dla jego teorii jest jedynie pewnym chwytem
heurystyczno-dydaktycznym'”, nie stanowia, jak sgdz¢, zadowalajacego rozwiazania
tego problemu. Wedlug Chihary stwierdzenie, ze mozliwe jest skonstruowanie zdania
otwartego, nie niesie zadnych zobowiazan ontologicznych dotyczacych rzekomego
obiektu, o ktérym méwi to zdanie, podobnie jak stwierdzenie, ze mozna zbudowaé dom
o pewnych parametrach, nie oznacza, ze taki dom istnieje®. Nie jest jednak oczywiste,
Ze rozwigzanie probleméw ontologicznych zwigzanych z modalnoscig jest takie proste.

6. Realizm. Wspolczesni realisci czerpig podstawowe inspiracje przede wszystkim
z koncepcji Godla i z prac Quine’a i Putnama dotyczacych zobowiazan ontologicznych.
Jak juz wpomnieliSmy, koncepcja Godla umozliwia sformutowanie teorii epistemo-
logicznej dia matematyki (nawet jesli jest ona przedmiotem dyskusji i nie jest
powszechnie akceptowana). Z kolei stanowisko Quine’a i Putnama umozliwia wyttu-
maczenie efektywnosci matematyki w opisie swiata”. Nie s3 to jednak jedyne stano-
wiska realistyczne: oméwimy zatem najpierw ich ,,nieplatonistyczne™ wersje.

6.1. ., Platonizm fizykalistyczny”. Zalety platonizmu Godla i quasi-empiryzmu
Quine’a-Putnama prébuje laczyé Maddy w swojej teorii ,platonizmu fizykalisty-

cznego”m. Jak juz wskazuje sama nazwa tej teorii, nie jest to platonizm klasyczny. Pod

67 Chihara, Constructibiliry and mathematical existence. dz. cyt, s. 25, 38.

%8 Tamze, s. 39.

69 Przypomnijmy tu znany ese] Wignera, w ktérym autor w jakims sensie kapituluje przed
problemem wyjasnienia matematycznej opisywalnosci przyrody, piszgc iz .....cud adekwatnosci
j¢zyka matematyki do formulowania praw przyrody jest wspanialym darem, ktorego ani nie
rozumiemy, ani na kiéry nie zastugujemy” (E.P. Wigner, The Unreasonable Effectiveness of
Mathematics in the Natural Sciences, ,Communications in Pure and Applied Mathematics”, 13,
1960, s. 1-14). W mys] ujecia Quine’a-Putnama matematyka dlatego si¢ stosuje do opisu swiata,
ze w tym celu (jako fragment teorii rzeczywisiosci) zostala stworzona. (Nie wyjasnia to
oczywiscie powodéw, dla ktérych przyroda jest opisywalna w taki sposéb, ale to stanowi

0dr7%bny problem).
P. Maddy, The Roots of Contemporary Plaronism, ,Journal of Symbolic Logic”, 54, 1989,

s. H121-1144; Realism in mathematics, New York 1990; Physicalistic Platonism, w: Physicalism
in Mathematics, dz. cyt., s. 259-289.
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pojeciem platonizmu rozumie si¢ bowiem stanowisko ontologiczne zakladajace ist-
nienie pozaczasoprzestrzennych, nieoddziatywujacych kauzalnie, abstrakcyjnych obie-
ktéw. Niemniej jednak stanowisko Maddy mozna zaliczy¢ do realistycznych. Wedlug
Maddy zbiory istniejg; nie sg jednak abstrakcyjne, lecz lokalizowalne czasoprzestrzen-
nie, a takze oddzialywuja ,,poprzez swoje wiasnosci”. Maddy podaje przyklad auto-
matu, do ktérego trzeba wrzuci¢ trzy okre§lone monety, aby otrzymac napdj. Wedlug
Maddy, to zbiér monet oddzialywuje kauzalnie na automat poprzez fakt, ze jest
trzyelementowy, czyli poprzez ,,posiadanie wiasnosci trzyelementowosci”. Postepujac
zgodnie z postulatami epistemologii naturalistycznej, Maddy dla wyjasnienia, w jaki
sposob poznajemy przedmioty matematyczne, unika jakichkotwiek odwotan do poza-
zmystowych form percepcji. Zbiory przedmiotéw fizycznych postrzegamy dzigki temu,
ze postrzegamy przedmioty, z ktérych skiadajg sig te zbiory. Zbiory sg wigc ulokowane
w czasoprzestrzeni tam, gdzie sg elementy ich domknigcia przechodniego”. W ten
spos6b mamy dostep poznawczy do ,,prostych” zbioréw (sg nimi zbiory dziedzicznie
skoficzone)””. Z kolei zbiory bardziej skomplikowane poznajemy poprzez rozwazania
metateoretyczne, analizujac ich rolg w teorii naukowe;j.

Bardziej ztozone obiekty teoriomnogosciowe (np. duze liczby kardynalne)”
traktowane bylyby zatem jak obiekty teoretyczne w fizyce. Epistemologia Maddy
jest wiec ,.dwustopniowa”. Pierwszy stopiei polega na poznaniu lokalizowalnych
czasoprzestrzennie zbioréw dziedzicznie skonczonych; drugi za$ na badaniu zbioréw
nieskonczonych, ktére odgrywaja w matematyce rol¢ podobna do roli obiektéw
teoretycznych w fizyce.

Nie wnikajgc w szczegbly zauwazmy, ze stanowisko Maddy wikla si¢ w problemy,
ktérych rozwigzanie nie jest oczywiste. Z okreslenia lokalizacji zbioru wynika bowiem,
Zze w tym samym miejscu (obszarze) czasoprzestrzeni znajduje si¢ jednoczesnie
olbrzymia ilos¢ réznych obiektéw. W miejscu jablka znajduje si¢ takze {jabiko},
{jabtko,{jabtko}}, {{{jabiko}}}, etc. Maddy proponuje dwa wyjasnienia tego nie-
pokojacego zjawiska: albo twierdzié, ze pomiedzy jabtkiem a {jabtkiem} istnieje pewna
nieuchwytna empirycznie réznica, albo utozamic obiekty fizyczne z ich singletonami
(tzn. utozsamié jablko z {jablkiem}™). Pierwsze rozwiazanie jest. jak si¢ wydaje,

I Domknigcie przechodnie dowolneFo zbioru X (trcl(X)) definiuje si¢ w sposéb nastepujacy:
Definiujemy indukeyjnie X':=UX, X™*":=UX. Domknigcie przechodnie trel(X):= U {X™neN}.
Nieformalnie, domknigcie przechodnie zbioru X skiada si¢ z wszystkich elementéw zbioru X,

elementéw elementéw zbioru X, elementéw ....elementéw zbioru X, erc.
72Zbiory dziedzicznie skoriczone to takie, ktérych domknigcie przechodnie jest skoriczone.

73Duze liczby kardynalne to, méwiac nieformalnie, zbiory tak duze, ze ich istnienia nie da
sie udowodnié w teorii mnogosci. Ich istnienie jest niezalezne od ZFC, zas dolaczenie zalozefi
o istnieniu pewnych duzych liczb kardynalnych pozwala rozwiazaé niektére z otwartych

probleméw. ) ) )
74Przez singleton x rozumie si¢ jednoelementowy zbidr, kiérego jedynym elementem jest x.

Nie jest jasne, co dokladnie znaczy i na czym mialoby polegaé utozsamienie obiektu fizycznego
zjego singletonem. Nasuwa si¢ tu (by¢ moze naiwny) zarzut, ze jesli sa to dwa rézne przedmioty,
to nie ma powodu, aby je utozsamiaé, podobnie jak nie mozemy utozsamié¢ dwéch réznych oséb.
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catkowicie niezgodne z doktryng fizykalizmu i naturalizmu, do ktérych Maddy si¢
przyznaje. Drugie pozwala utrzyma¢ monistyczng teorie rzeczywistosci, w mysl ktorej
swiat jest tizyko-matematyczny: kazdy obiekt matematyczny ma ,,Zrédlo istnienia”
w obiektach fizycznych, za§ kazdy obiekt ftizyczny jest jednoczesnie obiektem
matematycznym. W myfl teorii Maddy zbiory poruszaja sie, przemieszczéjq. zmieniajg
ksztalt. Pojawia sie szereg probleméw. jakie sg kryteria identycznosci zbioréw? Bo
przeciez nie lokalizacja czasoprzestrzenna, gdyz w tym samym miejscu moze by¢ wiele
zbioréw. Czy - postugujac si¢ przykladem Maddy - kiedy zagladam do lodéwki. widze
rzeczywiscie piecioelementowy zbidér jajek, czy moze pieé jednoelementowych
zbioréw jajek, a moze oba zbiory naraz? Wszak wszystkie zlokalizowane sg w pojem-
niku z jajkami w mojej lodéwce. Skad wiem, ktdry z nich widze w tym momencie? Czy
jest to tylko i wylacznie kwestia mojej intencji?

6.2. Strukturalizm. Prébe skonstruowania teorii wiedzy matematycznej umozli-
wiajaca przyjecie stanowiska platonizmu ontologicznego podejmuje réwniez Resnik
w Mathematics as a Science of Patterns: Ontology i Mathematics as a Science
of Patterns: Epl'srernology75. Podejmujac obok ,epistemologicznego wyzwania
Benacerrafa” (jak niekiedy bywa nazywany sformutowany przez Benacerrafa
problem dostepu poznawczego do przedmiotéw matematycznych) réwniez jego
»Wyzwanie ontologiczne”76, Resnik rozwija strukturalistyczng koncepcje matematyki.
W przeciwienstwie do Maddy, Resnik jest bliski klasycznemu platonizmowi:
przyjmuje ontologiczng tez¢ platonizmu, méwigcg o tym, ze przedmioty matematy-
czne sg abstrakcyjne, nie oddzialywujgq kauzalnie i sg niezalezne od naszego
umystu. Prawdy matematyczne dotyczg przedmiotu matematyki, a niektdre z tych
prawd mozemy poznaé. Jednak przedmiotem matematyki nie sg obiekty. ale raczej
struktury (wzorce). Resnik wychodzi od obserwacji. ze nie mozemy moéwié
o nierelacyjnych cechach przedmiotéw matematycznych. (Podobny poglad na kwes-
tie¢ wiedzy matematycznej wyraza Steiner. Wedtug niego wiedza na temat obiektéw
matematycznych moze dotyczy¢ wylgcznie relacji, w jakie wchodza one z innymi

5M. D. Resnik, Muthematics as a Science of Patterns: Ontology. Nous”, 15, 1981, s.

529-550; tenze, Mathematics as a Science of Patterns: Epistemology. .Nous”, 16, 1982,5.95-105
76Chodzi tu o sformulowany przez Benacerrata w Whar Numbers Could Not Be

(,,Philosophical Review”, 74, 1965, s. 47-73) problem wieloredukcji. Jezeli bowiem
utrzymujemy, ze liczby sg zbiorami pewnego rodzaju, to pojawia si¢ problem, kirymi
konkretnie sg one zbiorami. Mozna bowiem konstruowa¢ liczby naturalne, wychodzac od zbioru
pustego poprzez operacje nastgpnika na co najmniej dwa sposoby:

1. jako @, (D}, (DA}, D, {B}, {D{D}}} erc.

2. jako @, {@}, {({D}}, {({{D}}] ete.
Jezeli zatem checemy utrzymywac, ze liczby naturalne sa ktéryms z tych dwéch ciggéw, to
powinniSmy podaé przekonywujgcy argument na rzecz tej tezy, co wedtug Benacerrafa jest
niemozliwe. Dalej od Benacerrafa idzie M. Jubien w Ontology and Muthematical Truth (,Nous”,
11, 1977, s. 133-130) twierdzae, ze gdyby nawet obiekty matematyczne istnialy, 1o i tak nie
byloby mozliwe odniesienie do nich, ze wzgledu na brak jednoznacznosci wynikajacy z
mozliwosci reprezentowania liczb jako zbioréw na wiele sposobéw.
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obiektami’) Liczba 13 nie ma wiasnosci immanentnych, niezaleznych od istnienia
innych liczb. lej wlasnodci wynikajg z miejsca w pewnej strukturze, a mianowicie
w strukturze liczb naturalnych. Takie ujecie pozwala unikngé koniecznosci udzielenia
odpowiedzi na problem wieloredukcji Benacerrafa’™. Praktyka matematyczna zdaje
sie tez potwierdzaé t¢ obserwacje: czgsto utozsamia si¢ struktury izomorficzne,
w powszechnym uzyciu jest zwrot ,z doktadnoscia do izomorfizmu™”.

Opierajgc si¢ na zalozeniu dotyczacym .matematyki jako nauki o wzorcach”
(Mathematics us A Science of Parrerns to tytul jednego z artykuléw Resnika), Resnik
formutuje hipotezy dotyczgce tworzenia si¢ wiedzy matematycznej. Nie postuluje
istnienia jakiej§ szczegdlnie) zdolnosci, intuicji umozliwiajgcej poznanie prawd
matematyki. Jego zdaniem pierwsze stadium tworzenia si¢ wiedzy matematycznej
opiera sie na ,,doSwiadczeniu, ze co$ ma pewien wzorzec™ (experiencing something as
parterned). W ten sposéb tworzg si¢ najprostsze przekonania dotyczgce kszialtéw czy
matych liczb naturalnych. Nastepnie stopniowo poznajemy struktury abstrakcyjne
o coraz wickszym stopniu komplikacji.

W kwestii przedmiotu matematyki podobne do Resnika stanowisko zajmuje
Shapiro w Mathematics and Reality®. Wychodzi z zalozenia, ze pomiedzy przed-
miotem matematyki a przedmiotem nauk przyrodniczych istnieje $cisty i nieprzy-
padkowy zwigzek. Wyjasnienie natury tego zwigzku jest jednym z najwazniejszych
problemow filozofii matematyki. Wedlug Shapiro nie rozwigzujg go tradycyjne
stanowiska, takie jak formalizm, logicyzm, platonizm 1 intuicjonizm. Shapiro
formutuje zatem podstawowe tezy koncpecji strukturalistycznej. W mysl tej koncepc;ji
matematyka posiada przedmiot badan (jest to zatem stanowisko realistyczne), ale
przedmiotem badan matematyki nie sa obiekty per se, ale struktury. Na przyktad
arytmetyka bada nie liczby jako takie, ale pewna strukture liczbowa®. Obiekty

TTM. Steiner. Plutonism and the Causal Theory of Knowledge, Ithaca, NY 1975,

78Podobne obserwacje mozna znaleZ¢ u Jubiena w jego Ontology and Mathematical Truth,
dz. cyt.

Zwrot ten oznacza, Ze ignorujemy réznice pomigdzy izomorficznymi obiektami.
Przykladem kontekstu, w ktérym taki zwrot jest przez matematykdéw uzywany, sg czesto
twierdzenia o jednoznacznosci. np: .,z dokladnoscia do izomortfizmu istnieje doktadnie jedno
domknigcie algebraiczne ciala K”. co oznacza po prostu tyle. ze kazde dwa domkniecia
algebraiczne s3 izomorficzne. a wigc z naszego punktu widzenia jednakowe i mozna je
utozsamic.

803, Shapiro, Mathematics and Realiry. , Philosophy of Science™. 50. 1983, s. 523-548.

81 Takie podejscie nie jest nowe, mozna je znaleZ¢ juz w pismach Dedekinda (,,Was sind und
was sollen die Zahlen”). Badat on ..proste systemy nieskoficzone”, scharakteryzowane przez
cztery aksjomaty (istnienie i jedynos$¢ zera. istnienie i jednoznacznos$¢ nastgpnika, aksjomat
moéwiacy, ze rézne liczby majg rézne nastgpniki 1 aksjomat indukcji drugiego rzedu). Przy
badaniach ,.prostych systeméw nieskofczonych” Dedekind abstrahowal od wlasnosci obiektow,
kidre sktadaty si¢ na te systemy. posirzegajac je jako miejsca w pewnej strukturze. Dedekind
udowodnit twierdzenie o izomorfizmie .prostych systeméw nieskoriczonych™ (w dzisiejszej
terminologii: twierdzenie o kategorycznosci aksjomatyki Peano drugiego rzgdu).
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matematyczne sg tak naprawde jedynie ,miejscami w strukturze”: liczby to miejsca
w strukturze liczbowej, zbiory to miejsca w strukturze teoriomnogosciowej. Stoso-
walnos¢ matematyki Shapiro tlumaczy faktem egzemplifikacji struktur w Swiecie;
podaje tu przyklad teorii wezléw jako teorii czysto matematycznej, ktéra jednak
posiada egzemplifikacje w Swiecie fizycznym (w postaci rzeczywistych weztéw na
rzeczywistym sznurku). Struktury petnig zatem role uniwersaliéw, zas matematyka
ma si¢ do rzeczywistosci tak, jak uniwersalia do partykulariéw. Stanowisko struk-
turalistyczne wyjasnia w ten sposéb fenomen stosowalnosci matematyki. Na tym
jednak nie konczg si¢ jego zalety. Umozliwia ono wyjasnienie zwiazkéw pomiedzy
dzialami matematyki - polegaja one na ,modelowaniu pewnych struktur w innych”,
na przykiad na modelowaniu struktury liczbowej w strukturze teoriomnogosciowej,
co umozliwia uzyskanie nowej wiedzy o strukturze liczbowej (w postaci prawdzi-
wych zdaii o liczbach naturalnych niedowodliwych w PA, a dowodliwych w ZFC).
Ujecie to pozwala w szczegdlnosci wyjasni¢ zwigzek pomiedzy matematyky stoso-
wang a matematyka czystg, nie czynigc jednoczesnie sztucznych zatozen rozgra-
niczajgcych te dziedziny. Dzigki temu nie mamy tu do czynienia ze staboscig, jaka
wykazuje stanowisko Quine’a-Putnama, w mysl ktérego jedynie stosowane frag-
menty matematyki maja jasny status ontologiczny.

Shapiro wskazuje, ze strukturalizm umozliwia zatem holistyczne spojrzenie na
matematyke i nauke, a takze na samg matematyke. Nalezy jednak dodad, ze nie
formuluje wiasnej teorii epistemologicznej, powotujac sie jedynie na prace Maddy
i Resnika.

Stanowisko strukturalistyczne inspirowane jest (jak si¢ wydaje) kategoryjnym
spojrzeniem na matematyke, charakterystycznym dla programu Bourbakistow.
W pewnym okresie teoria kategorii zyskala duza popularno$é (zwlaszcza w takich
dziatach matematyki jak topologia algebraiczna czy algebra homologiczna).
Wyrazano nawet opinie, ze stanie si¢ podstawowg dla matematyki teorig, zastgpujgc
teorie mnogosci. Te wigzane z teorig kategorii nadzieje okazaty si¢ jednak plonne.

Wydaje sig, ze nacisk na strukturalne aspekty obiektéw matematycznych jest
wlasciwy tylko w niektérych dzialach matematyki. W teorii grup, pierscieni,
modutéw, etc. badamy ,,abstrakcyjne™ struktury — znane z ,.codziennej” praktyki
matematycznej grupy (np. grupy macierzy) pojawiajg sie tam jedynie jako przyklady.
Podejscie takie umozliwia sformutowanie ogélnych, abstrakcyjnych twierdzefi o
szerokim zasiegu. Jednak nie cala matematyka zajmuje si¢ tak ogéinymi badaniami.
W wielu jej dziedzinach mamy do czynienia z ,,modelami zamierzonymi”: sg nimi
liczby naturalne, rozmaitosci rézniczkowe, konkretne przestrzenie funkcyjne erc.
Wydaje si¢, ze w przypadku tego typu obiektéw trudno jest w uzasadniony sposéb
sformutowacé stanowisko strukturalistyczne. Jesli badamy np. torus zanurzony w
R’ to badamy bardzo konkretny obiekt geometryczny, ,ten” torus. Wazne sa dla
nas jego cechy, zaréwno ,.zewnetrzne” (np. poloZenie w przestrzeni), jak i czysto
wewngtrzne, jako rozmaitosci topologicznej albo rézniczkowalnej. Czy rzeczywiscie
ten torus nie ma wtasnosci nierelacyjnych? Czy fakt, ze jest rozmaitoscig orien-
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towalna, mowi nam jedynie o relacji tego torusa do innych rozmaitosci czy obiektéw
matematycznych? Mozemy, owszem, patrze¢ na torus jako na element kategorii
przestrzeni topologicznych 1 interesowaé nas bedg jedynie jego relacje z innymi
obiektami tej kategorii (fj. morfizmy). Jednak wydaje si¢, ze nie uwolnimy sig¢
nigdy od ,tego” torusa — taka jest po prostu praktyka matematyczna.

Inny przyktad: badamy przestrzedi L*[0,1]. Jest to konkretna przestrzen funkcyjna
stosowana w fizyce. W jakim sensie nie ma ona wewnetrzych wlasnosci? W jakim
sensie jej np. osrodkowos¢ jako przestrzeni topologicznej albo zupeinosé jako
przestrzeni metrycznej sg jedynie cechami relacyjnymi? Byé moze interpretacja taka
jest mozliwa, jednak jak na razie strukturalisci rzucili si¢ na tatwy tup w postaci
liczb naturalnych, ignorujac bardziej zlozone, a niewatpliwie obecne w matematyce
obiekty.

Ostatni przyktad dotyczy zbioru pustego. Czy nie ma cech immanentnych? Czy
fakt, ze nie naleza do niego zadne elementy, jest jedynie cechg relacyjng? OdpowiedZ
jest pozornie oczywista: pusto$¢ jest jedynie cechg relacyjng, bo definiowana jest
Jako niezachodzenie relacji nalezenia pomigdzy dowolnym zbiorem a zbiorem pustym.
W kazdym modelu dla teorii mnogosci rolg zbioru pustego odgrywa wiasnie taki
zbiér. Jednak pojecie zbioru pustego jest pojgciem absolutnym (zbiér pusty jest taki
sam we wszystkich modelach). Co wigcej, wydaje mi sig, ze intuicje, jakie wigzemy
ze zbiorem pustym, raczej sugerujg jego ,,metafizyczng absolutnos¢” -— zbidr pusty
jest jeden (o ile oczywiscie wierzymy w zbiory), za$ pusto$é jest jego cecha
wewnetrzng. Gdyby nie bylo innych zbioréw, to zbidér pusty nie przestalby byé
zbiorem pustym. (Nie zachodzi tu prosta analogia migdzy zbiorem pustym a liczbg
5. kiora jest 1g liczba tylko dlatego, ze istnieje jakas struktura liczbowa, w ktérej
liczba 5 odgrywa pewng role.) Jeshi jednak zgodzimy si¢ na absolutnos¢ zbioru
pustego. to stad juz tylko krok do uznania absolutnosci zbioréw dziedzicznie
skoniczonych. By¢ moze zatem zasadne bytoby przyjecie jakiejs okrojonej wersji
strukturalizmu, w ktorej niektére obiekty (np. elementy pewnych grup) miatyby
jedynie cechy relacyjne, ale niektére obiekty mialyby réwniez cechy absolutne,
wewnetrzne.

6.3. Platonizm tradycyjny. Referowane powyzej stanowiska realistyczne nie
sg. jak widzimy, tozsame z klasycznym platonizmem. Do lepszego przestawienia
réznic przydatna begdzie charakterystyka tego ostatniego podana przez Irvine'a:

,.1) obiekty matematyczne istniejg w sposéb niezalezny od ludzkiej mysli i od naszej
zdolnosci uzyskania wiedzy na ich temat;

il) sg nie-fizyczne, istniejg poza czasem i przestrzenia;

iil) zdania matematyczne posiadajg wartos¢ logiczng, niezaleznie od naszej dzia-
falnosci umystowej i naszej zdolnosci do uzyskania wiedzy na ich temat;

iv) zdania te posiadaja wartosci logiczne na mocy wlasnosci obiektow matematy-
cznych (a nie jako wynik np. wiasnosci jezyka formalnego);
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v) jest mozliwe jednoznaczne wskazanie desygnatéw obiektéw matematy-
cznychsz;

vi) i uzyskanie wiedzy o nich.

Nieco inng charakterystyke klasycznego stanowiska platonistycznego podaje
Brown, zdeklarowany platonik: '

,1) obiekty matematyczne istnieja w sposéb niezalezny od nas, podobnie jak
obiekty fizyczne [...];

ii) obiekty matematyczne sg abstrakcyjne. istnieja poza czasem i przestrzenia. To
odréznia platonizm od innych form matematycznego realizmu [...J;

ii1) zdobywamy wiedze¢ o nich dzigki zdolnosci naszego umyslu, aby je (a przy-
najmniej niektore z nich) w jakis sposéb ,,uchwyci¢”.|...] Nie musimy jednak postrzegaé
bezposrednio wszystkich obiektéw, o ktérych posiadamy wiedzg; wiedzg o niektérych
z nich mozemy zdobywaé przez stawianie hipotez, tak, jak o obiektach teoretycznych
w fizyce. |...) Niektére obiekty i niektére aksjomaty poznajemy przez hipotezy, a nie
przez bezposrednig intuicjg.

iv) Pomimo iz wiedza matematyczna jest a priori (tzn. jest niezalezna od poznania
zmyslowego), proces zdobywania wiedzy matematycznej nie jest bezbledny. To nie
podwaza tez platonizmu. Nie negujemy istnienia filizanek, pomimo iz niektére nasze
przekonania dotyczace tych filizanek mogg by¢ bif;dne“”.

Tezy 1)11i) dotyczg platonizmu ontologicznego (w przywolywanej juz terminologii
Steinera), teza iii) i iv) — platonizmu epistemologicznego. Jak juz wspomnieliSmy
wyzej, teza iii) jest przedmiotem krytyki ze strony zwolennik6éw kauzalnej teorii wiedzy
i epistemologii naturalistycznej. Teza iv) zawiera obron¢ platonizmu przed zarzutami
dotyczacymi paradokséw czy bledéw w rozumowaniach matematycznych. Brown
opowiada sig tu zatem przeciwko utozamieniu wiedzy apriorycznej z wiedza pewna.”

835

82Przypomnijmy tu problem wieloredukcji Benacerrafa i teze Jubiena, iz nawet gdyby obiekty
matematyczne istniaty, to i tak nie byloby mozliwe ich wskazanie jako desygnatéw terminéw
matematycznych. Argumenty te niektérzy realisci probujg niejako odwrécié. Jesli bowiem
potrafimy (a potratimy!) wskaza¢ .prawdziwe liczby naturalne”, pomimo niemoznosci
kategorycznej ich charakteryzacji w teorii pierwszego rzgdu, to aby ten fakt wyjasnié, musimy
powotac si¢ na pozateoretyczne, czyli platonistyczne rozwazania (por. A.D. Irvine, Nominalism,
Realism & Physicalism in Mathematics: An Introduction to the Issues, w: Physicalism in
Mathematics, dz. cyt., s. ix-xxvi).

3Tamze, s. xix-xx.

84 Brown, 7 in the Sky, dz. cyt.

85 Podobng opini¢ znajdziemy u Gédla, kiéry twierdzi, Ze ,.paradoksy teoriomnogosciowe nie
stanowig wigkszego problemu dla matematyki niz ztudzenia zmystowe dla fizyki. Jest mozliwe,
ze nowe intuicje matematyczne doprowadzg nas do rozwigzania problemdéw takich jak hipoteza
continuum Cantora” (Godel, Whar is Cantor’s Continuum Problem? dz. cyt., s. 64).
Przypomnijmy. ze Godel do konca zycia poszukiwal (bezskutecznie) aksjomatéw majgcych
umozliwi¢ rozwiazanie tego zagadnienia. por. K. Gédel. A Proof of Cantor’s Continuum
Hypothesis From a Highly Plausible Axiom About Orders of Growth, w: Collected Works 111,
Fereman S. (red.). New York 1995, s. 422-423,
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Stanowisko realistyczne ma wedlug Browna szereg zalet. Po pierwsze umozliwa
dobre zrozumienie poj¢cia prawdy matematycznej. Zdania matematyczne sg prawdzi-
we lub falszywe w taki sam sposéb jak zdania dotyczace Swiata fizycznego. Po drugie
wyjasnia fakt posiadania przez nas intuicji dotyczacych prawd matematycznych, czego
nie sg w stanie wyjasnic teorie ﬁkcjonalistycznex". Po trzecie, stanowisko platonisty-
czne pozwala nam na przyjecie podobnych (tj. realistycznych) stanowisk w stosunku
do nauki i matematyki.

Brown stwierdza, ze argument z niezbednosci nie jest tak naprawde podstawowym
argumentem na rzecz platonizmu. Dlatego nie komentuje teorii Fielda. Jesli bowiem
nawet argumentacja Fielda jest skuteczna, to jest taka jedynie w stosunku do jednego
z argumentéw, nie podwazajac innych. Zdecydowanie odrzuca takze krytyke teorii
intuicji Godla obecng w pracach Chihary. Wedtug niego Zrédiem tego typu zarzutéw
sa: fizykalizm i naturalizm®’, ktérych nie akceptuje.

Brown dochodzi do konkluzji, ze mimo 1Z nie jest w stanie poda¢ zadowalajace;j
teorii intuicji matematycznej (rzeczywiscie, argumenty Browna to nie tyle argumenty
pozytywne na rzecz platonizmu, co argumenty negatywne przeciwko przeciwnikom
platonizmu). to ataki na platonizm ze strony nominalistéw sg jak na razie bezskuteczne.
Zatem nawet jesli ktos ,.nie odczuwa sympatii” dla stanowiska platonistycznego, to
musi przyznad, ze stabosci innych koncepcji sg znacznie powazniejsze.

6.4. Propozycja epistemologiczna Balaguera. Probe rozwigzania epistemologicz-
nych probleméw platonizmu podejmuje Balaguer®™. Przyjmuje ,.pelng wersje pla-
tonizmu” (full-blooded plaronism). ktdry opiera si¢ na zalozeniu. ze istniejg wsIysrkie
moZliwe logicznie przedmioty matematyczne (nie rozstrzyga tu sporu pomig¢dzy trady-
cyjnym .platonizmem obiektowym”w a strukturalizmem). a wigc, ze kazda niesprze-
czna teoria matematyczna opisuje pewien fragment swiata matematycznego. Inaczej
niz pozostali platonicy. odrzucajacy przestanki rozumowania Benacerrafa (poprzez
krytyk¢ kauzalnej teorii wiedzy), Balaguer stara si¢ sprostac ,.epistemologicznemu
wyzwaniu Benacerrafa” wykazujac, Zze jego wersja platonizmu pozwala wyjasnic,
w jaki sposéb mozemy poznawac czes¢ prawd matematyki. Skoro bowiem istnieja
wszystkie mozliwe obiekty matematyczne logicznie niesprzeczne, to wystarczy ,,po-
mysleé o ktérymkolwiek” (tzn. sformulowaé dowolng teorig), aby mie¢ pewnos¢, ze
nasza (niesprzeczna) teoria (czyli nasza wiedza) odnosi si¢ do jakiego§ istniejacego
przedmiotu badan.

86Brown poddaje krytyce réwniez stanowisko Quine’a, kiéry wprawdzie przyjmuje
stanowisko realistyczne, ale neguje mozliwo$¢ poznania obiekiéw matematycznych. Brown
wskazuje na to, ze teoria Quine’a nie wyjasnia, dlaczego zdanie ,.2 < 3” wydaje si¢ nam
oczg%wistc, podczas gdy zdanie ,,protony sq ciezsze niz elektrony” weale nie.

Brown. [ in the Skv, dz. cyt., s. 100.

88 M. Balaquer, A Platonist Epistemology, , Synthese”, 103, 1993, s. 303-325.

89W literaturze uzywa si¢ powszechnie terminu . object-platonizm”, ktéry okresla stanowisko
tradycyjnego platonizmu, w ktérym zakladamy istnienie obiekiéw matematycznych,
w odréznieniu od strukturalizmu czy innych realistycznych stanowisk.
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Koncepcja Balaguera nie jest jeszcze dopracowana i w swojej obecnej postaci
nasuwa szereg watpliwosci:

1. ..Petny platonizm™ w takim samym stopniu jak formalizm nie jest w stanie wy-
jasni¢ faktu stosowalnosci matematyki. Jezeli bowiem istniejg wszystkie mozliwe
obiekty, to dlaczego tylko niektére przydatne sa w opisie rzeczywistosci? Jesli uznamy to
zaprzypadek, to roéwnie dobre wyjasnienie stosowalnosci matematyki podaja instrumen-
talisci. traktujgcy matematyke jako uzyteczng fikcje, jedng z wielu mozliwych, ale réz-
nigcg si¢ od pozostatych faktem swojej uzytecznosci. By¢ moze jedynym wytlumacze-
niem tego faktu jest,,hipoteza slepego krawca”, ktéry szyje dowolne ,,twory ubraniowe”,
apotem czgs$¢é z nich przez czysty przypadek okazuje si¢ odpowiednia dlaklientow. Wy-
daje si¢ jednak, ze platonik powinien zaproponowad inne rozwigzanie tego problemu.

2. Druga watpliwos¢ dotyczy samego pojgcia,,mozliwosci logicznej”, ktéraw  uje-
ciu Balaguera opiera si¢ na pojeciu niesprzecznosci. Nie jest jednak jasne, na jakiego
typu niesprzeczno$é nalezy si¢ tu powolaé. Niesprzecznos¢ jest pojeciem zrelatywi-
zowanym do danego systemu dowodzenia. Moze si¢ zatem zdarzy¢, ze bedziemy mieé¢
do czynienia z niesprzeczng teorig bez modelu (oczywiscie sformutowang w logice,
w ktérej nie zachodzi twierdzenie o petnosci).

3. Z , maksymalizmem ontologicznym” idzie w parze swoisty minimalizm episte-
mologiczny. Skorobowiem istnieje wszystko, coistnie¢ moze, to pytanie oto, jakijest tak
naprawdg $wiat zbioréw (np. czy tak naprawde w Swiecie zbioréw prawdziwa jest
hipoteza continuum, ktéra dla Godla byta hipotezg dotyczacg rzeczywistosci), w ujeciu
Balaguera staje si¢ bezprzedmiotowe. Istniejg bowiem wszelkie mozliwe modele dla
wszelkich mozliwych niesprzecznych teorii, nie mozna jednak stwierdzié, ze wszystkie
sg jedynie fragmentem pewnego wigkszego .,absolutnego” uniwersum, gdyz wszelkie
tego typu uniwersa sg réwnoprawne. Balaguer kapituluje przed problemem wyjasnienia,
jak wyglada uniwersum teoriomnogosciowe™. Stanowisko to diametralnie odbiega od
postawy innych platonikéw. Przypomnijmy, ze np. Godel méwit o absolutnych
prawdach matematyki, bedacych przedmiotem badari ,,matematyki wla\scxwej”91 Scott
pisze o poszukiwaniu absolutnego, czyli scharakteryzowanego w sposéb kategoryczny
uniwersum zbiordéw, zag istnienie wielu modeli dla ZFC tlumaczy slaboscia mocy
wyrazeniowej jezykéw pierwszego rzedu”’. Podobnie wielu matematykéw poszukuje
.nhajbardziej rozsgdnych aksjomatéw” umozliwiajgcych rozwigzanie probleméw teo-

9 Balaguer stwierdza, ze istniejg wszystkie mozliwe obiekty matematyczne, w szczegélnosci
uniwersum teoriomnogosciowe zawiera wszystkie mozliwe zbiory. Na pytanie ., Jakie zbiory
zawiera uniwersum teoriomnogosciowe?” Balaguer odpowiada ,,wszystkie mozliwe”. Nie jest
to jednak dobra odpowiedZ, dopdki nie doprecyzuje si¢ pojecia ,wszystkich mozliwych
zbioréw”. Sformulowanie Balaguera nie pozwala uniknaé dyskusji, jaka toczy si¢ wokét
problemu np. operacjt zbioru potegowego.

9por. K. Godel, Some Basic Theorems on the Foundations of Mathematics and Their

Impllcanons w: Collected Works II, dz. cyL., s. 304-323.
92D, Scott, Wstep do J.L.Bell: Boolean-valued Models and independence proofs in set theory,

Oxford 1977.
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riomnogosciowych (por. np. Dales, Woodin, An Introduction to Independence for
Analyst™, gdzie mowa jest o poszukiwaniu rozwigzania zagadnienia continuum, czy
Melles, Natural Internal Forcing Schemata Extending ZFC: Truth in the Universe ?94,
gdzie autor podaje propozycje aksjomatédw dotyczacych sposobu konstruowania metoda
forcingu modeli dla teorii mnogosci. Teoria Balaguera wydaje si¢ eliminowaé potrzebe
prowadzenia tego typu badan. Nie wyjasnia tez, dlaczego pewne ,,aksjomaty narzucajg
sie nam jako prawdziwe™ zas inne nie, skoro wszystkie opisujg pewne fragmenty
rzeczywistosci. Oczywiscie przed tym zarzutem mozna bronic si¢ wskazujac na fakt, ze i
w odniesieniu do $wiata fizycznego tylko niektére zdania sg oczywiste, zas do innych
dochodzimy dopiero po Zzmudnych i nieoczywistych badaniach i rozumowaniach.

7. Spory wewngtrzrealistyczne. Nalezy dodad, ze takze wsrdd zwolennikéw
stanowiska realistycznego nie ma petnej jednomyslnosci co do tego. jak wyglada
uniwersum teoriomnogosciowe, czylico do tego, jakie zbiory istnieja, jakie aksjomaty je
opisujg i w jakim jezyku powinny by¢ sformutowane. Znana jest dyskusja na temat tego,
czy nalezy wybrac logike pierwszego, czy drugiego rzedu dla zaksjomatyzowania teorii
mnogosci. Zwolennikami logiki pierwszego rz¢du byli Godel i Skolem, zwolennikiem
logiki drugiego rzgdu Zermelo. Dyskusja ta nie jest zamknig¢ta. pomimo faktu, ze
powszechnie zaakceptowano aksjomatyke pierwszego rzedu™. Podobnie pewnik wy-
boru wcigz prowokuje do dyskusji. W latach 60-tych podano przyktad tzw. aksjomatu
determinacji, sprzecznego z pewnikiem wyboru, ale posiadajgcego szereg ,,przyjem-
nych” wiasnosci. Rowniez dyskusja na temat przyjecia aksjomatéw rozszerzajacych
teori¢ mnogosci ZFC (chodzi tu o tzw. aksjomaty duzych liczb kardynalnych czy
aksjomaty odnoszace si¢ do forcingu, metody konstruowania modeli dla ZFC) nie jest
zamknigta”’. Analiza heurystycznych argumentéw na rzecz przyjecia takich anie innych

93H.G. Dales . W.H. Woodin. An Introduction to Independence for Analvst, Cambridge 1987,
s. 90-91.

94G. Melles, Natural Internal Forcing Schemata Extending ZFC: Truth in the Universe?,
Journal of Symbolic Logic”, 59, 1994, s. 461-472.

93Godel, What is Cantor’s Continuum Problem?. w: Philosophy of Mathematics, dz. cyt.,
s. 258-273.

96 Drake twierdzi, ze w gruncie rzeczy matematyka i logika drugiego rzedu s tym samym,
zas poznajemy je poprzez badanie ich przyblizen w jezykach pierwszego rzgdu (F.R. Drake, On
the Foundations of Mathematics in 1987, w: .Logic Colloquium” *87, H-D. Ebbinghaus (red.),
Amsterdam 1989). Barwise twierdzi, ze w swietle osiggnigé tzw. .,abstrakcyjnej teorit modeli”
teza, iz wlasciwg dla opisu rozumowan matematyczaych logikg jest logika pierwszego rzgdu,
jest nie do utrzymania (J. Barwise, Model-theoretic Logics: Background and Aims, w:
Model-theoretic logics,J. Barwise, S. Feferman (red.), Berlin 1985, s. 3-23). Dyskusj¢ podejmuje
takze Shapiro (Second-order Languages and Mathematical Practice, ,Journal of Symbolic
Logic™. 50. 1985. s. 714-742: Foundations without foundationalism, Oxtord 1991) opowiadajac
sig zdecydowanie za uznaniem logiki drugiego rzedu jako najbardziej adekwatnej do
tormalizowania rozumowan matematycznych.

97Por. np. K. Kanamori, M. Magidor, The Evolution of Large Cardinal Axioms in Set Theory
(w: Higher set theory, G.H. Mtllerand D.S.Scott (red.). Lecture Notes in Mathematics 669, Berlin
1978, 5. 99-275). gdzie autorzy piszg o .teologiczno-estetycznym’ aspekcie badari nad duzymi



78 Krzysztof Wojtowicz

aksjomatéw jest przedmiotem zainteresowania zaréwno matematykow, jak i filo-
zofow™. Widaé zatem, ze nawet wsréd platonikéw, przyjmujacych istnienie obiektéw
matematycznych nie musiistnieé zgoda co do tego, jak konkretnie wyglada swiat obiek-
téw matematycznych.

8. Podsumowanie. Dyskusja na temat istnienia przedmiotéw matematycznych nie
jest (Jak mozna si¢ bylo spodziewac¢) konkluzywna. Brak jest na razie przekony-
wujacych argumentéw pozytywnych na rzecz ktérejkolwiek z mozliwych opcji. Nomi-
nalisci powotujg si¢ na kauzalng teori¢ wiedzy. aby obali¢ proplatonistyczny argument
,»Z intuicji”. Z kolei zwolennicy stanowiska realistycznego wskazuja na stabosci tej
koncepcji, powotujac si¢ badZ na brak spdjnosci tej teorii (jak Steiner), kwestionujac
jej zalozenia (jak Liston) czy wskazujac wrecz konkretne sytuacje, gdzie teoria ta nie
moze byé zastosowana (Brown). Prorealistycznemu argumentowi ,.z niezbgdnosei”
fikcjonalisci przeciwstawiajg nominalistyczny program Fielda, ktéry jednak. jak sie
wydaje, nigdy nie doczeka sig realizacji. Podobnie konstruktywizm Chihary wikla si¢
w problemy, ktérych rozwigzanie nie jest oczywiste, a w kazdym razie trudno utrzymy-
wad, ze sg one latwiejsze do rozwiazania niz problemy zwigzane z platonizmem.

Zwolennnicy strukturalizmu. wychodzac od obserwacji dotyczacych praktyki ma-
tematycznej, formulujg teorie epistemologiczne. Klasyczni platonicy takze prébujg
podad teorig¢ wiedzy matematycznej. Oczywiscie nie nalezy oczekiwac, ze ich propozy-
cje spotkaja si¢ z akceptacja ze strony np. zwolennikéw epistemologii naturalistyczne;j.
zwlaszcza tak pewnych swoich racji jak Hart.”

Niezaleznie jednak od braku konkluzywnych wynikéw (co w filozofii jest przeciez
dosé powszechne), wydaje sig, ze mozna sformulowaé teze, ze nie ma przekony-
wujacych argumentéw przeciwko stanowisku realistycznemu. Jednoczesnie
matematyka dostarcza wielu ciekawych probleméw filozoficznych. za$ dyskusja nad
nimi faczy si¢ w naturalny sposo6b z ogélniejszymi dyskusjami z zakresu tilozofii nauki.
ontologii i epistemologii. Biorgc pod uwage bogactwo literatury dotyczgeej filozofii
matematyki ukazujacej si¢ w ostatnich latach (ktérej w niniejszym artykule zaprezen-
towana zostala jedynie cz¢$é), wydaje sig, Ze filozofia matematyki ma przed sobg okres
ciekawych i (oby) owocnych badan.

liczbami kardynalnymi czy Melles (Natural Internal Forcing Schemata Extending ZFC:
Truth in the Universe?, dz. cyt.), gdzie autor pisze o ..naturalnych™ aksjomatach dotyczacych
forcingu. C. Freiling w Axioms of Symmetry: Throwing Darts at the Real Number Line (,Journal
of Symbolic Logic”, 51, 1986, s. 190-200) analizuje pozornie oczywiste aksjomaty implikujace

ne%aq@ hipotezy continuum i pewnika wyboru.
8P. Maddy, Believing the Axioms. 1, ,Journal of Symbolic Logic”, 53. 1988, s. 481-511;

Belzevmg the Axioms. 11, ,Journal of Symbolic Logic”, 53, 1988, s. 736-764.
9Jest zbrodnig przeciwko rozumowi prébowac zamaskowaé problem znaturalizowania

epistemologii matematyki za pomoca filozoficznych ekstrawagancji. Powierzchowne problemy
zwigzane z intelektualng higieng kauzalnych teorii wiedzy sg nieistotne...” W.D. Hart, Review
of Steiner, , Journal of Philosophy”, 74, 1977, 5. 118-129, tu s. 125-126.



