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Kilka uwag o problemie niezalezno$ci
w matematyce

W artykule poruszane sa zagadnienia zwigzane z problemem niezaleznosci,
statusu poznawczego zdan niezaleznych, pozaformalnej argumentacji dotycza-
cej aksjomatow rozszerzajacych ZFC, a takze prezentacji dyskusji o znaczeniu
zjawisk niezalezno$ci w matematyce. Artykut ma zasadniczo charakter przegla-
dowy i nie ma na celu sformutowania kategorycznych tez dotyczacych porusza-
nych probleméw. Chodzi raczej o zaprezentowanie zagadnienia i wykazanie, ze
problem jest dobrze postawiony, ciekawy i wart refleksji filozoficzne;j.

1. Niezaleznos$¢ od PA i niezalezno$é¢ od ZFC

I twierdzenie Gdédla glosi, iz (swobodnie mowiac) dostatecznie bogate teo-
rie matematyczne sformulowane w rachunku predykatow pierwszego rzg¢du sa
niezupelne — dla kazdej takiej teorii T istnieje zdanie o sformulowane w jg-
zyku tej teorii, ktérego nie da si¢ w ramach T udowodni¢ ani obali¢.

Kiedy mowa jest o niezaleznosci, najczesciej mamy na mysli arytmetyke
Peano liczb naturalnych (PA) i teori¢ mnogo$ci Zermelo-Fraenkla (ZFC), cho¢
oczywiscie twierdzenia Godla stosuja si¢ takze do wielu innych teorii matema-
tycznych. Naturalne jest pytanie, czy status poznawczy zdan niezaleznych od
PA i zdan niezaleznych od ZFC jest taki sam? Sadzg, ze odpowiedZ na to py-
tanie jest negatywna. PA jest formalizacja teorii liczb, odwotujaca si¢ do ele-
mentarnych §rodkéw (w ramach PA nie sa np. formalizowane pojecia analitycz-
ne czy geometryczne). Szereg problemow teorioliczbowych, dla ktérych nie sa
znane rozwiazania w ramach $rodkow dostgpnych w PA (lub dla ktérych wia-
domo nawet, ze takie rozwiazania nie istnicja) zostato rozwiazanych za pomoca
technik np. analizy zespolonej czy geometrii algebraicznej. Jest to szczegdlny
przypadek ogdlniejszego faktu: prawdziwe zdania dotyczace liczb naturalnych,
ktore sa niezalezne od PA, czesto mozna udowodni¢ wykorzystujac techniki
teorii mnogoéci'. Wykorzystanie silniejszych technik jest naturalne i zasadne,

! Przykladem jest wskazane przez Parisa i Harringtona zdanie o kombinatoryczne;j tres-
ci, ktore jest niezalezne od PA, ale prawdziwe w N. Zdanie Parisa-Harringtona mdwi o po-
dzialowych wlasnosciach zbioréw. Znane sa tez inne przyklady zdan o kombinatorycznej
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gdyz celem jest ,,uchwycenie” prawdy o liczbach naturalnych, ktére sa scharak-
teryzowane w ZFC. Modelem standardowym dla PA jest N, a jest on zdefinio-
wany $rodkami ZFC. A zatem, swobodnie méwiac, ,,wyzsza instancja” dla zdan
niezaleznych od PA jest ZFC i w ramach ZFC mozna rozstrzygnaé szereg ta-
kich zdan (choé nie wszystkie).

W wypadku ZFC sytuacja jest inna. Nie mozna mowi¢ o standardowym
modelu dla teorii mnogosci. Nie ma mozliwosci odwolania si¢ w wypadku zdan
niezaleznych od ZFC do jakiej$ ,,wyzszej instancji”, w ramach ktérej te zdania
bylyby rozstrzygalne. Poniewaz to teoria mnogosci ZFC odpowiada powszech-
nie przyj¢tym standardom rozumowan matematycznych, wigc odwolanie sie do
technik wykraczajacych poza ZFC wymagaloby podjgcia decyzji o zaakcepto-
waniu nowych standardéw argumentacji matematyczne;.

Pojawia si¢ jednak pytanie, na ile zjawiska niezaleznosci — niewatpliwie
centralne dla teorii mnogoSci — sa istotne dla ,,zwyktej” praktyki matematycz-
nej. Gdyby bowiem ciekawe zdania niezalezne wystgpowaty tylko w zaawan-
sowanej, ,,abstrakcyjnej” teorii mnogoéci, to mozna byloby powiedzie¢, ze nie
majq znaczenia dla praktyki badawczej ,,zwyklego” matematyka. Gdyby nato-
miast okazalo sig, ze niezaleznos¢ jest czyms$, co pojawia sig takze w ,,zwykle;j”
matematyce (a zwlaszcza w matematyce stosowanej), to wowczas problem sta-
tusu epistemologicznego zdan niezaleznych nabiera nowego wymiaru.

Problem ten nie jest fatwy do rozstrzygnigcia. Istnieja zdania niezalezne od
ZFC, ktére dotycza ,,zwyktych” kontekstéw matematycznych?, jednak brak jest
powszechnej zgody co do tego, ze faktycznie zdania te wyrastaja z ,,codziennej”
praktyki matematycznej, a nie z rozwazan stricte teoriomnogosciowych. Panuje
wprawdzie powszechna zgoda co do tego, ze pojgcia matematyczne mozna w ele-
gancki 1 wygodny sposob zrekonstruowa¢ w ramach teorii mnogoéci, pojawiaja
si¢ jednak tez opinie, Ze teoria mnogosci stuzy¢ winna jedynie jako narzedzie
rekonstrukcji, za§ wewngtrzne problemy teorii mnogosci (w szczegolnosci ist-
nienie zjawisk niezaleznych) nie sa istotne dla reszty matematyki’. W tej dys-
kusji nie mozna pomina¢ wynikéw Friedmana.

tresci, ktore sa niezalezne od PA (np. zdanie Goodsteina-Parisa-Kirby’ego — moéwi o tym,
ze zastosowanie do dowolnej liczby naturalnej pewnego algorytmu, w skoficzonej iloéci kro-
kow prowadzi do zera). Aby udowodni¢ te fakty, konieczne jest odwolanie si¢ do $rodkéw
wykraczajacych poza PA i wykorzystujacych czg$ciowo silg¢ ZFC. Por. np. [Murawski
1994}, [Paris, Harrington 1977}.
Oto przyklady takich zdan:

(i) Niech f,g:R—R funkcje ciagte. Czy dla kazdego zbioru Borelowskiego B, zbior
f(R\g(B)) jest mierzalny w sensie Lebesgue’a?

(ii). Niech X — zwarta przestrzen Hausdorffa. Czy kazda norma na algebrze C(X,C)
jest rownowazna normie supremum? Por. [Dales, Woodin 1987].

3 Rzeczywiscie, w ,,codziennej” praktyce specjalisty od réwnan rézniczkowych czy pro-
ceséw stochastycznych rzadko (a w zasadzie wcale) pojawiaja si¢ problemy o charakterze
teoriomnogo$ciowym.
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2. Niezalezne zdania Friedmana

Friedman [Friedman 1981,1986] podal przyklady ,,zwyklych” zdan mate-
matycznych, ktore sa niezalezne od ZFC. Co wigcej, sa niezalezne takze od
ZFC+V=L". Ich udowodnienie wymaga przyjecia zatozef dotyczacych istnienia
pewnego rodzaju duzych liczb kardynalnych®. Oznacza to wedhug ich autora, ze
»stanowia one przyklady interesujacych twierdzen, ktérych udowodnienie w ko-
nieczny sposOb wymaga wyjscia poza ogélnie akceptowane zasady rozumowan
matematycznych” [Friedman 1981, 209].

Zdania, o ktérych méwi Friedman [Friedman 1981], dotycza wtasno$ci
funkcji borelowskich z kostki Hilberta w odcinek jednostkowy. Nie dotycza
wiec ,,zwyklych” obiektow matematycznych, takich jak liczby rzeczywiste czy
zespolone. Jednak Friedman [Friedman 1986] podatl przyktady zdan niezalez-
nych od ZFC, ktére dotycza wlasnosci kombinatorycznych pewnych obiektow
skonczonych. Zdania te sq dowodliwe tylko przy zaloZeniu o istnieniu liczb
Mahlo. W opinii autora, istnienie tych zdan stanowi przekonujacy argument na
rzecz tezy, ze abstrakcyjna teoria mnogos$ci moze okazac¢ si¢ istotna takze w
kontekscie zagadnien zwigzanych z obiektami skoficzonymi. Zdania te bowiem
,hiemal dotyczg liczb naturalnych” [Friedman 1986, 93]. Friedman podkresla,
ze inaczej niz w przypadku hipotezy continuum nie da sig ,,0bej$¢” tego proble-
mu poprzez ograniczenie si¢ do zbioréw konstruowalnych (czyli zawgzenie po-
jecia zbioru), gdyz zdania te sa niezalezne nie tylko od ZFC, ale rowniez od
ZFC+V=L,

Gdyby okazalo sig, ze abstrakcyjne zalozenia teoriomnogosciowe (takie jak
zalozenia o istnieniu duzych liczb kardynalnych) sa rzeczywiscie istotne w ba-
daniach nad obiektami skoficzonymi, prowadzitoby to, w opinii Friedmana, ,,do
kryzysu w podstawach matematyki o niespotykanych rozmiarach”. Nie mamy
bowiem zadnego sposobu, poza pewnymi niejasnymi intuicjami, aby rozstrzy-
ga¢ prawdziwos¢ takich zatozen [Friedman 1986, 93). Tezg t¢ Friedman po-
wtarza [Friedman 1998], gdzie wskazuje kolejne przykiady zdan kombinato-
rycznych, ktoére moga by¢ rozstrzygnigte tylko za pomoca aksjomatéw duzych
liczb kardynalnych. Friedman twierdzi, iz wyniki te sugeruja, ze konieczne jest
przemyslenie na nowo problemu, czym jest argumentacja matematyczna, i to
w kontekscie ,,przyziemnych” probleméw matematycznych [Friedman 1998, 804].

Friedman analizuje implikacje filozoficzno-metodologiczne tych faktow
w kontekécie dyskusji dotyczacej aksjomatow duzych liczb kardynalnych w ar-
tykule Normal Mathematics... [Friedman 2000]. Wskazuje tam kolejne przykla-
dy problem6éw wyrastajacych — jego zdaniem — z ,,codziennej praktyki”, dla
ktorych istotne okazuja sig zalozenia dotyczace duzych liczb kardynalnych. Ten

“v=Lto aksjomat konstruowalnoéci, ktory jest niezalezny od ZFC.
5 Konieczne jest przyjecie zalozenia, ze Vn3k (k jest n-Mahlo). Nie wystarcza nawet
zalozenie istnienia liczby n-Mahlo dla pewnego ustalonego n.



68 Krzysztof Wéjtowicz

fakt stanowi dla niego kolejny argument na rzecz tezy, iz abstrakcyjna teoria
mnogos$ci moze okaza¢ sig istotna takze w ,,zwyktych” kontekstach matematycz-
nych i tym samym problem poszukiwania nowych aksjomatéw przestaje byé we-
wngtrznym problemem teorii mnogosci, a staje si¢ problemem istotnym dla ta-
tej matematyki. Niezaleznos¢ ,,dotyka” bowiem catej praktyki matematyczne;.

Friedman formutuje nastgpujace warunki metodologiczne, ktére powinny
speinia¢ nowe aksjomaty, aby mogty zosta¢ zaakceptowane:

(a) Powinny by¢ naturalne z punktu widzenia praktyki matematyczne;.

(b) Powinny by¢ konkretne, tzn. dotyczy¢ np. matematyki dyskretne;.

(c) Powinny dotyczy¢ pewnego tematu, tzn. nie powinny byé formutowane

ad hoc.

(d) Powinny mie¢ odniesienie do mozliwie duzego fragmentu matematyki.

(e) Powinny by¢ ,,otwarte” (open-ended).

(f) Powinny mie¢ elementarne sformulowanie.

(g) Ich wprowadzenie powinno by¢ dostgpne dla matematykéw (np. pewne
takie aksjomaty moga by¢ sformulowane w formie wlasnosci Ramseya,
czyli wlasnosci podziatowych zbiorow).

(h) Powinny znalez¢ zastosowanie w normalnej matematyce, ktdra byta upra-
wiana przed podjgciem badan nad tematem, w kontekscie ktorego po-
wstaly te aksjomaty [Friedman 2000, 439-440].

Warto zwr6ci¢ uwagg na dwa punkty, charakterystyczne dla stanowiska

Friedmana:

(i) Friedman uznaje fakt, Zze tematy i problemy teoriomnogo$ciowe nie sa
reprezentatywne dla matematyki jako calosci. W zwiazku z tym niezalezno$¢
moze by¢ uznana za zjawisko istotne dopiero wowczas, gdy pojawia si¢ w na-
turalnych kontekstach matematycznych. Tym samym Friedman akceptuje tezg,
iz teoria mnogoséci musi dopiero wykaza¢ swoje znaczenie dla ,,zwyklej mate-
matyki” — aby mogta by¢ uznana za cos wigcej niz tylko $rodek uzywany do
formalnej rekonstrukcji.

(ii) Friedman twierdzi jednak, ze faktycznie mozna wskazaé naturalne
konteksty matematyczne, w ktdrych pojawiaja si¢ problemy, dia rozstrzygnigcia
ktérych konieczne jest wyjscie poza ZFC, czyli poza powszechnie przyjete stan-
dardy argumentacji matematyczne;j.

Odmienne stanowisko zajmuja jednak czesto (zwlaszcza w odniesieniu do
problemu znaczenia teorii mnogosci dla matematyki) specjalisci z zakresu teorii
mnogosci. Na przyklad Steel [Steel 2000] jako oczywista traktuj¢ tezg, iz prob-
lemy teorii mnogosci sa interesujacymi i wartymi badan problemami matema-
tycznymi. Podobnie Maddy wychodzi od zalozenia, ze stawianie ograniczen dzia-
lalno$ci matematycznej nie ma sensu, gdyz matematyka powinna rozwijac sig
w mozliwie swobodny sposob. Kazdy problem matematyczny wart jest badania,
a w szczegolnosci dotyczy to probleméw teorii mnogosci [Maddy 2000]. Pyta-
nie o to, czy potrzebne sg nowe aksjomaty, nalezy rozstrzygnaé poprzez ustale-
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nie czy matematyka skorzystalaby z nowych aksjomatow, czy przyjgcie nowych
aksjomatéw wzbogaciloby sama matematykg. Kryteria ,,naturalno$ci” nie maja
tu prostego zastosowania, gdyz sama praktyka teorii mnogo$ci uzasadnia sta-
wianie pytan i poszukiwanie odpowiedzi na nie — nawet je$li wymaga to
wyjscia poza panujace standardy. Steel i Maddy odrzucaja zatem tezg (i), trak-
tujac jednoczesnie jako niemalze tautologiczna tezg (ii). Niektorzy badacze przy-
znajg jednak, Ze teoria mnogosci jest w fazie ,,introwertycznej” i ze zajmuje si¢
zasadniczo swoimi wewngtrznymi problemami strukturalnymi. Z opinig taka
zgadza sig Jensen, ktory jednak jednocze$nie wyraza nadziejg, ze teoria mno-
gosci, po wyjsciu z tej fazy, stanie si¢ zn6w wazna dla innych galgzi matema-
tyki [Jensen 1995, 407].

Najbardziej znanym przykladem zdania niezaleznego od ZFC jest hipoteza
continuum (CH)®. Warto wigc przytoczyé (przynajmniej niektére) glosy, jakie
pojawiaja si¢ w dyskusji dotyczacej statusu CH.

3. Dyskusja wokd! hipotezy continuum

Niesprzeczno$¢ CH z ZFC udowodnit Godel w latach 30. XX wieku, a jej
niezalezno$¢ Cohen prawie 30 lat pdzniej. Juz Godel przypuszczat jednak, ze
CH jest zdaniem niezaleznym od ZFC. Wielokrotnie podkreslal, ze konieczne
jest poszukiwanie nowych aksjomatéow, ktére umozliwiatyby rozwiazywanie
otwartych probleméw matematycznych, w tym problemu continuum. Sadzit, ze
rozwiazanie problemu continuum moze byé mozliwe dzigki aksjomatom duzych
liczb kardynalnych. Niedtugo po odkryciu przez Cohena metody forcingu oka-
zalo si¢ jednak, ze aksjomaty duzych liczb kardynalnych nie pozwalaja na roz-
strzygnigcie problemu continuum (por. [Levy, Solovay 1967])". Easton za$ udo-
wodnil, ze continuum moze przyjmowaé niemalze dowolne wartosci®. Aksjo-
maty duzych liczb kardynalnych nie dostarczyly zatem ,,danych” umozliwiaja-
cych rozstrzygnigcie problemu continuum.

Czy problem continuum zostal rozwigzany dzigki wynikom Gdodla i Co-
hena, czy nadal stanowi otwarty (w stosownym sensie tego stowa) problem ma-
tematyczny? Poniewaz CH jest niejako paradygmatycznym przykladem zdania

§ Hipoteza continuum glosi, iz moc zbioru liczb rzeczywistych jest nastgpna po w (czyli
mocy zbioru liczb naturainych) liczba kardynalna. W réwnowaznym sformufowaniu: kazdy
nieskonczony podzbior zbioru liczb rzeczywistych jest albo przeliczalny, albo réwnoliczny
ze zbiorem liczb rzeczywistych. Nie ma zbiorow mocy posredniej.

" Wyniki Levy’ego i Solovaya pokazuja, ze przyjecie zatozenia o istnieniu liczby mie-
rzalnej, zwartej, Ramseya itd., nie méwia nic o wartosci continuum — tzn. niesprzeczne z za-
fozeniem istnienia tych liczb jest zarébwno CH, jak i ~CH {Levy, Solovay 1967].

¥ Dla dowolnej funkcji F, takiej ze: (i) F jest niemalejaca funkcja z klasy regularnych
liczb kardynalnych w liczby kardynalne; (ii) dla dowolnego x: k<cf(F(k)); mozna skonstruo-
waé model dla teorii mnogosci, w ktorym 2° = F(x), dla dowolnej regularnej liczby kardy-
nalnej k [Easton 1970].
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niezaleznego od ZFC, wigc pytanie to jest istotne dla catej dyskusji dotyczacej
statusu zdan niezaleznych od ZFC.

Opinie w tej kwestii sa podzielone. Godel — jako realista — uwazatl ten
problem za dobrze postawiony, za autentyczny problem naukowy, dotyczacy
obiektywnie istniejacej rzeczywisto§ci matematycznej. Zwolennikami uznania
problemu continuum za prawdziwy problem (dotyczacy obiektywnie istniejace-
go uniwersum zbiordw, nie jedynie metamatematycznych wlasnosci systemow
formalnych) sa takze Dales i Woodin. Twierdza oni, ze jednym z zadan teorii
mnogosci jest badanie wnioskdw z przypisania continuum konkretnych war-
tosci, aby w ten sposob poszukiwaé naturalnych aksjomatow, umozliwiajacych
rozwigzanie tego problemu [Dales, Woodin 1987, 90-91]. Mathias wyraza opi-
nig, ze im wigcej wynikow dotyczacych relatywnej niesprzecznosci poznamy,
im lepiej poznamy zaleznosci migdzy modelami, tym lepiej poznamy takze sam
»Swiat zbiorow” [Mathias 1992). Martin przyznaje si¢ do ,,naiwnego i bezkry-
tycznego” stanowiska w kwestii hipotezy continuum — uwaza ja za autentycz-
ny problem, nie za$§ za kwesti¢ czysto formalna. Przyznaje jednak, ze stanowis-
ko takie jest trudne do utrzymania, gdyz olbrzymia liczba wynikéw dotyczacych
relatywnej niesprzecznosci (przy jednoczesnym braku przekonujacych aksjoma-
téw, umozliwiajacych rozwiazanie problemu) podwaza wiarg matematykéw
w sensowno$¢ stawiania takich pytan [Martin 1976, 90-91]. W podobnym du-
chu wypowiada sig Scott, piszac iz ,,modele s3 po prostu modelami dla aksjo-
matow pierwszego rzgdu, a logika pierwszego rzgdu jest staba. Mam poczucie,
ze powinno by¢ mozliwe znalezienie silnych aksjomatow, ktére generowatyby
te modele jako podmodele uniwersum, ale uniwersum rozumianego w absolut-
nym sensie” [Scott 1977, xiv].

W dyskusji tej pojawiaja si¢ takZe glosy przeciwne. Cohen (twérca for-
cingu), bedacy zdeklarowanym formalista, twierdzi, ze istniejagce rozwigzanie
problemu continuum uwaza za calkowicie zadowalajace. Wedhug niego, pytanie
o ,prawdziwa warto$¢ continuum” jest pozbawione sensu, a wyniki dotyczace
relatywnej niesprzecznodci zamykaja dyskusj¢ (por. [Albers, Alexanderson,
Reid 1990, 54]). Wedtug Mac Lane’a, duza liczba wynikéw dotyczacych nieza-
leznosci zdan teoriomnogos$ciowych od aksjomatéw ZFC wskazuje na fakt, ze
pojecie zbioru jest ptynne, niedookreslone i przez to teoria mnogos$ci nie moze
stanowi¢ podstawy dla matematyki [Mac Lane 1986, 359; Mac Lane 1992]. Po-
dobna opinig wyraza Mostowski: ,,jesli istnieje duzo teorii mnogosci, to Zadna
z nich nie moze rosci¢ sobie prawa do zajmowania centralnego miejsca w mate-
matyce” [Mostowski 1979, 288]. Kanamori [Kanamori 1996, 46] twierdzi, ze
badania metamatematyczne prowadzone nad ZFC spowodowaly, iz problem
prawdy i niesprzecznosci teorii stat si¢ przedmiotem manipulacji formalnych —
poniekad tak, jak w algebrze. Sam fakt, ze aksjomaty ZFC nie rozstrzygajg CH
wydaje sig¢ zadowalajacym stanem rzeczy. W podobnym duchu wypowiada sig
Dehorney, piszac, iz w $wietle niezupelnosci ZFC celem badan jest nie tyle do-
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wodzenie wlasnosci obiektow matematycznych, ile raczej ,kalibracja” tych
wlasnosci na skali coraz to silniejszych akjsomatéw logicznych [Dehorney
1996, 379].

Wida¢ wigc nawet z tej pobieznej prezentacji, ze zdania na temat tego, jaki
jest status problemu zdan niezaleznych sa podzielone. Rozbieznoéci w tych opi-
niach czg§ciowo wiaza sig z ,,prywatnym” stanowiskiem filozoficznym matema-
tykéw zajmujacych glos w tej dyskusji. Zasadnicza linia podziatu przebiega
tutaj miedzy sympatykami stanowiska realistycznego a jego przeciwnikami’.
Jest bardziej naturalne, Ze platonik uzna te problemy za dobrze postawione. Jed-
nak samo uznanie stanowiska realistycznego nie umozliwia podjgcia konkretne;j
decyzji. | odwrotnie — aby zastanawiaé sig¢ nad zasadno$cia przyjecia nowych
aksjomatow nie trzeba by¢ realista. W tym duchu wypowiada sie Martin [Martin
1998], twierdzac, iZ mozna zastanawiaC si¢ na temat wiarygodnosci jedynie
»biorac w nawias” pytania dotyczace ontologii i tresci, tzn. Ze mozliwe jest ig-
norowanie stanowisk ontologicznych i mowienie o prawdzie i wiarygodnosci
w bezposredni sposob. Jednak pomimo, zZe brak jest tu zgody, to podejmowane
sg proby sformutowania argumentéw na rzecz wiarygodnosci CH (lub jej ne-
gacji)'°.

4. Zagadnienie istnienia duzych liczb kardynalnych

Opinie na temat ,,prawdziwej wartosci continuum” sa podzielone i w grun-
cie rzeczy nie s3 tu formulowane kategoryczne sady. Mozna powiedzieé, ze
wlasciwie ,,nic nie wiadomo™ na ten temat. Jakie sg szanse na rozwigzanie tego
problemu? Wiemy, iz Godel wiazal nadziejg na rozwiazanie problemu conti-
nuum z badaniami dotyczacymi teorii duzych liczb kardynalnych. Przypuszczat,
iz moze si¢ okaza¢, Ze z jakiego$ ,,maksymalistycznego” aksjomatu, bgdacego
(w odpowiednim sensie) przeciwienstwem aksjomatu konstruowalnosci, bedzie-
my mogli wyprowadzi¢ negacj¢ CH i ze umozliwi to rozwigzanie podstawo-
wych probleméw teorii mnogosci, w szczegdlnosci hipotezy continuum ([Gédel
1947/64, 266], por. tez [Moore 1990, 168]). Za tego typu maksymalistyczne
aksjomaty (dotyczace duzych rozmiaréw uniwersum) mozna uwaza¢ wlasnie
aksjomaty duzych liczb kardynainych''. Gédel pisze, ze wprawdzie jest mata

® Nalezy jednak pamietaé, ze mowa tutaj o problemie o charakterze metodologicznym,
dotyczacym statusu pewnego zagadnienia matematycznego. Zajgcie stanowiska wobec tego
problemu nie jest rtOwnowazne zajgciu stanowiska w sporze ontologicznym, choé jest z nim
w pewien sposdb zwigzane i moze by¢ nim motywowane.

1% Systematyczng analize tej problematyki, tzn. problematyki poszukiwania zasad moty-
wujacych nowe aksjomaty, podejmuje Maddy [Maddy 1988a, 1988b]. Wyrdznia tam szereg
regul heurystycznych, ktoére nazywa ,regulami kciuka” (rules of thumb), motywujacych
uznanie pewnych aksjomatow za wiarygodne (por. tez [Wojtowicz 1999], gdzie omawiane
53 ar%lmenty tego typu).

W teorii mnogosci mozemy udowodni¢ istnienie rozmaitych obiektéw: zbioru liczb
naturalnych, jego zbioru potegowego, zbioru liczb rzeczywistych itd. Dost¢pne nam w ra-
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szansa na to, zeby liczby Mahlo mogly przynies¢ rozwigzanie problemu con-
tinuum, ale moga istnie¢ aksjomaty nieskonczonosci oparte na innych zasadach
[Godel 1947/64, 264-265]"2. Oczywiscie Godel nie twierdzit, ze samo sformu-
fowanie nowych aksjomatow dostarczy ,,automatycznie” rozwiazania. ,Kiedy
pojecie zbioru stanie sig jasne, nawet gdy znajdziemy zadowalajace aksjomaty
nieskonczonos$ci, nadal pozostanie techniczny (tj. matematyczny) problem roz-
strzygnigcia hipotezy continuum na podstawie aksjomatow” (por. [Wang 1996,
237]). Godel nie twierdzi wigc, Ze nasza analiza dostarczy nam ,bezposred-
niego” rozwiazania hipotezy continuum. Uzasadniane (odkrywane) aksjomaty
dotyczy¢ beda struktury uniwersum mnogos$ciowego jako calosci i bedgq mialy
charakter bardziej fundamentalny. Maja one umozliwi¢ lepsze uchwycenie zna-
czenia terminu ,,zbidr”,

Aksjomaty duzych liczb kardynalnych nie umozliwity jednak rozwiazania
problemu continuum (por. wyniki Levy’ego, Solovaya i Eastona). Jednak teoria
duzych liczb kardynalnych stala si¢ centralnym nurtem badan teorii mnogosci,
dlatego warto przytoczy¢ (niektore) opinie dotyczace wiarygodnosci aksjoma-
téw duzych liczb kardynalnych.

Swobodnie méwiac, zwolennicy aksjomatow duzych liczb kardynalnych sg
zwolennikami ,,niekonczacego si¢ uniwersum”. Argument tego typu explicite
sformutowat Zermelo [Zermelo 1930] piszac, ze ciag modeli dla teorii mnogos-
ci nie ma konca; liczby graniczne (chodzi o liczby nieosiagalne) oddzielaja mo-
dele nizszego i wyzszego typu. Zermelo mial tu na mysli modele dla teorii mno-
gosci drugiego rzedu ZFC?, W mysl tego stanowiska, powyzej kazdego pozio-
mu hierarchii teoriomnogos$ciowej jest pewien poziom wyzszy, do ktorego nie
mozemy ,dosta¢ si¢” srodkami dostgpnymi na poziomie, na ktérym aktualnie
jestesmy. Ta intuicja znalazta formalizacj¢ w postaci szeregu aksjomatéw du-
zych liczb kardynalnych.

Stanowisko Zermelo mozna uznaé za reprezentatywne dla zwolennikow te-
zy o ,nieograniczono$ci w gorg” uniwersum. Kanamori i Magidor wyr6zniaja
nastgpujace argumenty na rzecz istnienia duzych liczb kardynalnych:

mach teorii $rodki pozwalaja na udowodnienie szeregu twierdzen egzystencjalnych, dotycza-
cych w szczegoélnosci szeregu liczb kardynalnych. Okazuje si¢ jednak, ze mozna zdefinio-
waé pewne bardzo duze obiekty, ktorych istnienia nie da si¢ w ramach ZFC udowodni¢ ani
obali¢ — ich istnienie jest od ZFC niezalezne. Aby ,,pracowaé” w teorii, w mysl ktorej takie
liczby istnieja, konieczne jest dolaczenie do ZFC dodatkowych aksjomatéw. Godel nazywa
aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych ,silnymi aksjomatami nieskonczonosci”.
Okreslenie to nawiazuje do faktu, Ze ,,z punktu widzenia” zbioréw skonczonych, nie moze-
my udowodni¢ istnienia zbioru nieskonczonego. Jego istnienie musimy zagwarantowaé od-
powiednim aksjomatem. Podobnie jest w przypadku duzych liczb kardynalnych.

12 Liczby Mahlo znajduja si¢ stosunkowo ,,nisko” w hierarchii duzych liczb kardynal-
nych. Aksjomaty nieskonczonosci ,,oparte na innych zasadach” dotyczylyby wigc znacznie
wiekszych liczb kardynalnych.
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(i). Z punktu widzenia zbioroéw dziedzicznie skoniczonych, ® jest olbrzymia
liczba. Jesli zatem stwierdzimy, ze powinny takzZe istnie¢ zbiory, ktére ,,z punk-
tu widzenia” zbioréw mniejszych wygladaja tak, jak o wyglada ,,z punktu wi-
dzenia” zbior6w dziedzicznie skofczonych, to prowadzi nas to do aksjomatow
duzych liczb.

(ii). Uniwersum V ma tg wlasno$¢, ze jesli pewne zdanie ¢ jest prawdziwe
w V, to jest prawdziwe takze w pewnym poczatkowym segmencie uniwersum
V. (jest to tzw. zasada refleksji). To stanowi motywacje dla rozwazania liczb
kardynalnych k o podobnej wlasnosci (tzn.: jesli co$ jest prawdziwe w V,, to
jest prawdziwe takze w pewnym V,, dla pewnego a<k). Taka liczba x musi by¢
oczywiscie na tyle duza, aby V, przypominalo cale uniwersum A

(iii). Jesli uznamy, Ze uniwersum jest tak duze, Ze istnieja ,,podobne” po-
ziomy Vi Vg, to prowadzi nas to w naturalny sposob do rozwazania wlozen ele-
mentarnych uniwersum w siebie, ktdre wiaza si¢ z aksjomatami duzych liczb.

(iv). Dla wielu zdan z zakresu teorii mnogosci (takze zasad kombinatorycz-
nych dotyczacych malych liczb kardynalnych albo R), mozna poda¢ réwno-
wazne im aksjomaty duzych liczb kardynalnych. Aksjomaty te stanowia zatem
najstabsze zalozenia, jakie nalezy przyjaé, aby udowodni¢ pewne twierdzenie
kombinatoryczne. Duze liczby stanowig zatem niejako ,,miar¢ niesprzecznosci”
teorii.

(v). Aksjomaty duzych liczb kardynalnych stanowia silng metodg dowo-
dzenia nowych twierdzen teorii mnogos$ci. Z intuicyjnego punktu widzenia, ba-
dania dotyczace duzych liczb kardynalnych pozwalaja patrze¢ na uniwersum
teoriomnogos$ciowe jako na interesujacy §wiat ,,zaludniony bogactwem najroz-
maitszych tworo6w”.

(vi). Kanamori i Magidor wskazuja na fakt, ze liniowe uporzadkowanie
duzych liczb kardynalnych umozliwia uzycie ich w charakterze swoistej ,,skali
niezaleznoéci”. Stanowi to silny argument na rzecz uznania teorii duZych liczb
kardynalnych za ,naturalng nadstrukturg dla ZFC”. Z wyjatkiem CH nie s3 zna-
ne naturalne pytania teoriomnogosciowe, nie dajace sig rozstrzygnac przy uzy-
ciu takich hipotez. Jak pisza autorzy, musialyby one pochodzi¢ ,,z innej galak-
tyki probleméw” [Kanamori, Magidor 1978, 105].

Hauser [Hauser] twierdzi, iz jedyny naturalny kierunek rozwoju, zgodny
z pierwotnymi intuicjami, to rozw6j w kierunku aksjomatoéw duzych liczb kar-
dynalnych. Jako argument na rzecz swojej tezy podaje dwa fakty:

'3 Badania dotyczace zwiagzkow pomigdzy zasadami refleksji dla ZFC a aksjomatami
duzych liczb kardynalnych podjat Levy [Levy 1960].



74 Krzysztof Wojtowicz

(1) Logiczna sita zdan niezaleznych daje sig¢ zasadniczo mierzy¢ aksjoma-
tami duzych liczb kardynalnych (stanowig one zatem swoisty ,,miernik stopnia
niezaleznosci”)".

(ii) Teorie mnogosci z duzymi liczbami kardynalnymi sa wzajemnie inter-
pretowalne z teoriami wyrastajacymi z programu badan nad tzw. modelami we-
wnetrznymi, ktéry jest jednym z zasadniczych kierunkow badan wspolczesnej
teorii mnogosci.

Fakty te — w opinii autora — stanowiga istotny argument na rzecz wiary-
godnosci aksjomatow duzych liczb kardynalnych. Stanowia takze argument na
rzecz tezy, iz pojecie zbioru nie jest pojgciem ,,wewngtrznie nieostrym” (in-
herently vague). Gdyby bowiem tak bylo, to teoria mnogos$ci rozwijataby sie
w wielu wzajemnie sprzecznych kierunkach. Tymczasem zasadniczy kierunek
rozwoju wyznaczony jest przez badania dotyczace aksjomatéw duzych liczb
kardynalnych.

W sporze o to, jakiego rodzaju rozszerzenie teorii mnogosci jest wlasciwe
(czyli: jaka jest struktura uniwersum zbioréw), istotng role odgrywaja zasady
heurystyczne, wyrastajace z intuicji badaczy. Dla (nielicznych) zwolennikéw
aksjomatu konstruowalno$ci, obraz uniwersum, jako obiektu ,,rosnacego umiar-
kowanie, w sposob definiowalny”, jest naturalny, jednak dla wigkszosci specja-
listéw obraz ten jest zbyt ubogi. Motywy, jakimi si¢ kieruja przy swoich wybo-
rach nie s kryteriami ,,czysto matematycznymi”, ale dotycza pewnych preteo-
retycznych intuicji, metodologii badan czy wrgcz psychologii tworczo$ci mate-
matycznej. Odwolania do tego typu kryteriéw sa przy poszukiwaniu wzmocnien
dla ZFC nieuniknione. Na przyklad Melles podsumowuje swoje rozwazania na
temat pewnych aksjomatéw dotyczacych forcingu stwierdzeniem, ze jest swego
rodzaju ironig losu, Ze matematyka, bedaca synonimem pewnosci i precyzji,
musi odwolywac si¢ do kryteriow natury estetycznej, aby rozwiazywaé proble-
my dotyczace jej podstaw [Melles 1994, 472].

5. Aksjomat konstruowalno$ci

Scott [Scott 1961] udowodnil, iz istnienie liczb mierzalnych (czyli pewnego
rodzaju duzych liczb kardynalnych) implikuje falszywo$¢ aksjomatu konstruo-
walno$ci. Aksjomat istnienia liczby mierzalnej (oznaczany zazwyczaj przez MC
— od measurable cardinal) jest wigc aksjomatem , konkurencyjnym” w stosunku
do aksjomatu konstruowalnosci. Czy jest mozliwe sformutowanie racjonalnych
kryteriow podjgcia decyzji migdzy tymi aksjomatami? Jakiego typu argumenty
za i przeciw V=L pojawiaja si¢ w dyskusji?

(1) Przeciwnicy aksjomatu konstruowalno$ci wskazuja na jego restryktyw-
nos¢. Zarzut, jaki czgsto wysuwa si¢ wobec aksjomatu konstruowalnoséci, odnosi

' Takze wedlug Jensena, fakt, iz aksjomaty duzych liczb kardynalnych sa uporzadko-
wane liniowo ze wzgledu na relacj¢ relatywnej niesprzecznos$ci, stanowi argument na rzecz
ich wiarygodnosci [Jensen 1995, 406].
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si¢ m.in. do faktu, Ze ogranicza on pojgcie podzbioru liczb naturalnych. W mysl
aksjomatu konstruowalnosci istnieja bowiem jedynie definiowalne podzbiory ®
(opinig takg wyraza np. Moschovakis [Moschovakis 1980, 610]). Wielu mate-
matykow uznaje to ograniczenie, uniemozliwiajgce uznanie istnienia ,,wszyst-
kich zbioréw pojawiajacych sig na danym etapie tworzenia uniwersum” za nie-
uzasadnione, (np. [Drake 1974, 131]). Podobnga opinie znalez¢ mozna u Fore-
mana [Foreman 1998, 13], ktéry pisze, iz aksjomat konstruowalnosci jako re-
stryktywny nie uwzglednia ,,wszelkich mozliwych zachowan zbioréw lub in-
nych obiektow matematycznych”. W podobnym duchu wypowiadat si¢ takze
Godel. Aksjomat konstruowalnosci jest wedhug Godla ,,miminalistyczny” —
zbior potggowy jest wtedy najmniejszy z mozliwych.

(2) Maddy [Maddy 1993] stawia tezg, ze V=L sytuuje sie¢ w pewnym
szczegb6inym nurcie mys$lenia o matematyce, ktory nazywa definabilism (nazwe
t¢ mozna przettumaczy¢ uzywajac neologizmu ,,definionizm™). W mysl tego sta-
nowiska, jedyne obiekty dopuszczalne w matematyce, to obiekty explicite defi-
niowalne. Maddy wskazuje historyczne uwarunkowania tego pogladu, zwiazane
z uksztaltowaniem sig pojgcia funkcji: od ,,geometrycznych” i ,,mechanicznych”
krzywych Kartezjusza, po wspétczesne ujecie funkcji jako dowolnego przypo-
rzadkowania'’.

Definionizmowi Maddy przeciwstawia kombinatoryzm (Combinatorialism),
w mysl ktorego w matematyce wspolczesnej abstrahuje si¢ od mozliwosci poda-
nia definicji badanych obiektéw'®. Definionizm Maddy nazywa ,,zdyskredyto-
wana maksyma metodologiczna” {Maddy 1993, 41]. Aksjomat konstruowal-
nosci lokuje sig¢ jednak w ,,definionistycznym paradygmacie”. Tym samym na-
lezy go odrzucié.

(3) Steel, dyskutujac problem poszukiwania uzasadnien dla nowych aksjo-
matow teorii mnogosci twierdzi, Ze nowy aksjomat winien stanowi¢ czgs§é ,,naj-
ogolniejszego punktu widzenia”, zalozenie akceptowane przez wszystkich, a nie
zalozenie eliminujace pewne struktury. Przyjecie aksjomatu konstruowalno$ci

> W tym historycznym procesie mozna wskaza¢ przyktadowo kilka waznych momentow:

(i) Dyskusja migdzy Eulerem a d’Alembertem na temat pojgcia funkcji (dyskusja ta to-
czyla si¢ w kontekscie analizy zagadnienia struny drgajacej). D’ Alembert zawgza pojecie funk-
¢ji do funkcji zadanych wyrazeniami analitycznymi, Euler dopuszcza szersza klase funkcji.

(ii) Riemann, dyskutujac wyniki Dirichleta na temat mozliwosci przedstawienia funkc;ji
w postaci szeregu Fouriera, dopuszcza ogélne pojecie funkql takze takich, ktdre nie moga
by¢ przedstawione w postaci szeregu Fouriera.

(iii) W dyskusji migdzy Baire’m, Borelem i Lebesgue’m a Hadamardem, Hadamard
opowiada sig po stronie ,,anty-definionizmu” — nie jest zasadne ograniczanie sie do badania
obiektéw definiowalnych. Dla dobra matematyki wskazane jest badanie mozliwie najszer-
szej klasy obiektow.

Oczywmcxe, we wspolczesnej matematyce poshugiwanie si¢ metodami niekonstruk-
tywnymi jest na porzadku dziennym. Trudno byloby znalezé zwolennikéw ,,definionizmu”
wirod ,,praktykujacych” matematykow.
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okresla jako jatowe, gdyz V=L nie tyle rozwiazuje pewne kwestie, co po prostu
uniemozliwia ich sformutowanie. Steel wskazuje na fakt, ze przyjecie V=L
rozstrzyga problemy matematyczne poprzez nadanie im pewnej interpretacji:
zdanie @ jest po prostu interpretowane jako @ ', Jednak taka reinterpretacja
zdania @ moze zosta¢ wykonana na gruncie kazdej teorii i moze by¢ uznana za
zabieg czysto formalny. Przyjgcie aksjomatu V=L jest zatem — z tego punktu
widzenia — jedynie stwierdzeniem, ze badamy tylko pewien fragment $wiata
matematycznego. Nie musi by¢ rozumiane jako stwierdzenie dotyczace struk-
tury samego uniwersum matematycznego. Jednak ograniczenie badan tylko do
L ogranicza $wiat matematyczny, gdyZ znane sg przyklady interesujacych
obiektéw matematycznych poza L. To prowadzi go do konkluzji, iz V=L nie
jest atrakcyjnym aksjomatem i powinien zosta¢ odrzucony [Steel 2000, 423].

(4) Zwolennikiem przyjecia aksjomatu konstruowalnosci jest natomiast Dev-
lin. V=L stanowi wedlug niego ,,naturalny aksjomat, $ciSle zwigzany z naszym
rozumieniem pojgcia zbioru” [Devlin 1977, iv]. Devlin zwraca uwagg na fakt,
Ze przyjgcie tego aksjomatu pozwala rozstrzygnaé wiele problemoéw (z algebry,
teorii miary czy topologii), nierozwiazywalnych w samej teorii mnogosci ZFC.
Wedtug niego, sytuacja jest tu podobna do przypadku pewnika wyboru, o kto-
rego przyjeciu zadecydowaly wzgledy pragmatyczne [Devlin 1977, iv]'®. Dev-
lin wyraza nadzieje, ze w przypadku V=L sytuacja si¢ powtorzy i ze aksjomat
konstruowalno$ci rowniez zostanie zaakceptowany jako prawomocny aksjomat
teorii mnogosci. Zalozenie zawgzajace pojecie zbioru (do obiektow definiowal-
nych) jest, wedtug Devlina, naturalne i uzasadnione.

(5) Quine réwniez wyraza opini¢ iz V=L jest eleganckim, ekonomicznym
aksjomatem. Jego stanowisko wychodzi jednak od innego typu argumentow:
dla potrzeb matematyki stosowanej wystarczy matematyka uprawiana przy za-
tozeniu V=L. Ten aksjomat maksymalnie ogranicza uniwersum zbioréw —
zar6wno ,,na szeroko$¢” (istnieja tylko obiekty definiowalne), jak i ,,na wyso-
ko$¢” (nie istniejg zbyt duze liczby kardynalne; por. dalej). Tym samym V=L
winien zosta¢ przyjgty z powoddw ,.ontologicznej ekonomii”, gdyz ,pozwala
on zapobiec niepotrzebnym wzlotom wyzszej teorii zbioréw” [Quine 1997,146}.

Opinig utrzymana w podobnym duchu przypisuje ,,zwykltemu matematy-
kowi” Friedman [Friedman 2000, 436]. Wedlug niego, specjalista w zakresie
teorii mnogosci poszukuje mozliwie glebokich problemow, dlatego odrzuca V=L
ograniczajacy uniwersum tak, ze szereg zjawisk tam si¢ w ogole nie pojawia.

17 Zdanie ¢" powstaje ze zdania ¢ poprzez ograniczenie zakresu zmienno$ci kwantyfi-
katorow do L. Swobodnie méwiac, zdanie @ jest wtedy interpretowane ,,z punktu widzenia L™

'8 pewnik wyboru (AC) od poczatku wzbudzal wigcej kontrowersji od pozostatych ak-
sjomatow teorii mnogosci. W poczatkowej fazie tworzenia si¢ teorii mnogosci toczyla sig
burzliwa dyskusja, dotyczaca jego uzasadnienia i wiarygodnos$ci. Przeciwnikami przyjecia
pewnika — ze wzgledu na jego niekonstruktywny charakter — byli np. Borel, Baire i Le-
besgue, za$ zwolennikami — np. Hadamard i Zermelo. Por. [Moore 1982].
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Natomiast dla matematyka teoria mnogos$ci jest w zasadzie jedynie narzgdziem
dla podania $cistej interpretacji (sformalizowania) dla matematyki, wigc w grun-
cie rzeczy fakt, ze zjawisk stricte teoriomnogo$ciowych jest nieduzo, jest
faktem pozadanym. ,,.Dla matematyka, matematyka nie jest galgzia teorii mno-
gosci” [Friedman 2000, 435). Teoria mnogosci jest dobrym i silnym narzgdziem
formalizacji, ale wyniki stricte teoriomnogo$ciowe nie sg istotne dla praktyki
matematycznej. Tym samym ograniczenie klasy zjawisk teoriomnogo$ciowych
poprzez przyjecie V=L wydaje si¢ odpowiada¢ nastawieniu ,;zwyklego mate-
matyka”"?.

6. Stanowisko Fefermana

Argumenty i opinie prezentowane wyzej mialy pewna wspdlna ceche:
opieraja si¢ na zalozeniu, iz problem poszukiwania nowych aksjomatow jest
dobrze postawiony i istotny dla rozwoju matematyki.

Odmienne, zdecydowanie sceptyczne stanowisko wobec programu poszuki-
wania nowych aksjomatow teorii mnogos$ci zajmuje Feferman. Twierdzi on, iz
teoria mnogosci stanowi podstawe dla matematyki jedynie w tym sensie, Ze
umozliwia jednolita rekonstrukcje formalna. Dla dokonania takiej rekonstrukcji
konieczna jest jednak jedynie znajomo$é pewnych najogolniejszych cech hie-
rarchii mnogo$ciowej. Specyficzne, wewngtrzne problemy teorii mnogosci nie
zawsze sa natomiast problemami istotnymi dla matematyki i -— co wigcej — nie
zawsze sa problemami dobrze postawionymi. Tak np. CH jest problemem, ktéry
jest ,,wewnetrznie niejasny” (inherently vague), gdyz P(w) nie jest dobrze okres-
lonym obiektem matematycznym [Feferman 2000, 405]. Zaden nowy aksjomat
nie bgdzie mogt przynies¢ definitywnego rozwiazania problemu continuum.

Feferman podejmuje ogdlny problem, czy faktycznie zjawiska niezalezno$-
ci sg istotne dla praktyki matematycznej. Pozornie odpowiedz na to pytanie jest
oczywista: jak wiadomo, poprzez arytmetyzacjg skladni mozna znalez¢ wyraze-
nie nierozstrzygalne dotyczace miejsc zerowych pewnego wielomianu o wspot-

1% Tu nalezy zauwazy¢, ze ,,zwykly matematyk™ na ogé! nie jest zbyt mocno zaintere-
sowany podstawami matematyki i czgsto nawet nie ma §wiadomosci tego, w jaki sposéb jego
dyscyplina moze zosta¢ formalnie zrekonstruowana w teorii mnogosci. A zatem piszac o
tym, ze dla zwyklego matematyka teoria mnogosci jest jedynie silnym narzedziem, nie mam
na mysli faktu, Ze w swojej ,codziennej praktyce” matematycy poshiguja si¢ taka re-
konstrukcja formalna, Rowniez stwierdzenie Friedmana, ze zwykly matematyk bedzie raczej
sktonny do uznania aksjomatu konstruowalno$ci nie znaczy, iz problem ten uwaza za istot-
ny. Opinig ,,przecigtnego matematyka” (w ujgciu Friedmana) mozna sformulowaé swobod-
nie w sposob nastgpujacy: wewngtrzne problemy teorii mnogosci sa nieistotne z punktu wi-
dzenia ,,prawdziwej matematyki”. Skoro zatem jest taki aksjomat (V=L), ktéry eliminuje te
problemy, to jest to aksjomat pozyteczny i warto go przyjaé. W nieco ztoéliwym sformuto-
waniu: po przyjgciu aksjomatu V=L ,teoriomnogos$ciowcy” mogliby zajaé sie czyms$ bar-
dziej pozytecznym niz badaniami nad relatywna niesprzeczno$cig duzych liczb kardynalnych
(ktorych i tak przeciez nie ma).
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czynnikach catkowitych. Méwiac Scisle, istnieje prawdziwe, lecz niedowodliwe
wyrazenie postaci:

VxVz..Vz[p(X,21,-..,Z0)# Q(X,Z15--,Z0)]

Otrzymujemy zatem niezalezne zdanie o charakterze teorioliczbowym —
a przecieZz trudno o bardziej naturalne problemy matematyczne niz problemy
teorioliczbowe! Feferman twierdzi jednak, ze tego typu zagadnienia sg odlegte
od praktyki matematycznej. W szczegélnosci wielomiany, o ktorych tu mowa,
nie wyrastaja z ,,codziennej” praktyki teorii liczb. Te nierozstrzygalne proble-
my diofantyczne nie majg interesujacej tre§ci matematycznej — zostaty one
,Wygenerowane” poprzez analizy metamatematyczne. Problemy te nie réznia
si¢ zasadniczo w wypadku wyrazania zdan typu Con(PA), Con(ZFC),
Con(ZFC+MC) — a przeciez tres¢ tych zdan jest zasadniczo rozna! A zatem
tre§¢ matematyczna tych réwnan nie ma wiele wspdlnego z matematyczna
tre$cia teorii, ktorych niesprzeczno$¢ wyrazaja te rownania. Te fakty swiadcza
— wedlug Fefermana — o tym, Ze nie mozZna tu méwi¢ o naturalnych
problemach niezaleznych.

Feferman negatywnie ustosunkowuje si¢ tez do opinii Friedmana, w mysl
ktorej mozna podaé naturalne zdania niezalezne od ZFC+V=L. Feferman pisze,
iz zdanie Friedmana [Friedman 1986] ,,odwotuje si¢ jedynie do pojgé mate-
matyki skonczonej, jednak jest nieskonczenie odleglte od zwyklych problemow
matematycznych” [Feferman 1987, 202]. Friedman twierdzi, iz zdania te poka-
zuja, Ze silne, wykraczajace nawet poza ZFC metody teorii mnogosci okaza sig
istotne w kontekécie naturalnych probleméw matematycznych. Jednak wedtug
Fefermana to stwierdzenie nie jest uzasadnione, gdyz zdania te sg ,,sfabrykowa-
ne”, aby mozna bylo uzasadni¢ stosowng tezg. Argumenty na rzecz jego praw-
dziwosci sa watpliwe. Feferman konkluduje stwierdzeniem, Ze konieczno$c¢
postugiwania si¢ takimi silnymi systemami w codziennej matematyce finitys-
tycznej musi dopiero zosta¢ wykazana [Feferman 1987, 202]. Podobna opinig
wyraza takze w Why the Programs... [Feferman 2000], gdzie analizuje argu-
mentacje Friedmana dotyczaca zdan o relacjach Boole’owskich. Twierdzi, ze
w zasadzie dla zbudowania sp6jnych podstaw dla matematyki potrzebne sg tyl-
ko najogdlniejsze cechy hierarchii kumulatywnej, brak jest natomiast jakich-
kolwiek danych, ze instrumentarium wykraczajace poza ZFC (a nawet poza
znacznie stabsze systemy) bedzie potrzebne do rozwiazania probleméw kombi-
natorycznych interesujacych z punktu widzenia pracy matematyka [Feferman
2000, 407].

Rozstrzygniecie tego sporu jest o tyle trudne (lub wrgcz niemozliwe), ze
jest to spor o to, co uznamy za ,,naturalne” zdanie matematyczne, za ,,naturalny”
problem matematyczny i za ,naturalny”, intuicyjny czy wiarygodny argument.
Jest to zatem spor o charakterze poniekad $wiatopogladowym i nie da si¢ w nim
sformutowac konkluzywnego argumentu.
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7. Podsumowanie

1. Status zdan niezaleznych od PA i ZFC jest inny — dopiero niezalezno$¢
od ZFC jest ,,prawdziwa niezalezno$cia”, stanowiaca barier¢ poznawcza.

2. Pojawia si¢ problem, na ile zjawisko niezalezno$ci — istotne dla teorii
mnogo$ci — jest rOwniez istotne z punktu widzenia ,,codziennej” praktyki ma-
tematycznej. Opinie sa tu podzielone. Wedhug jednych (reprezentantem takiego
stanowiska jest np. Friedman) mozna wskaza¢ naturalne konteksty matematycz-
ne, w ktorych istotng role odgrywaja techniki abstrakcyjnej teorii mnogosci.
Wedtug innych (np. Fefermana) zagadnienia niezalezno$ci s w zasadzie nie-
istotne dla ,,zwyklej matematyki”, za$ przyklady zdan niezaleznych sa sztuczne
i wyrastaja z inspiracji metamatematycznych, a nie z praktyki badawczej ma-
tematykow.

3. Opinie w kwestii, czy zdania niezalezne stanowia dobrze postawione
problemy wymagajace rozwiazania (w stosownym sensie tego stowa), czy tez
ustalenie ich statusu metamatematycznego konczy dyskusjg, sa podzielone. Jest
to dobrze widoczne na przykladzie problemu continuum. Formulowane sa jed-
nak argumenty majace umozliwi¢ (a przynajmniej przyblizy¢) rozwiazanie tego
problemu poprzez poszukiwanie precyzacji pojgcia ,,zbioru” w formie nowych
aksjomatow.

4. Wér6d nowych aksjomatoéw, rozszerzajacych ZFC mozna wyr6zni¢ aks-
jomat konstruowalnoséci i aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych. Sa
one wzajemnie sprzeczne i wyrastaja z dwoch réznych wizji uniwersum mate-
matycznego. Aksjomat konstruowalnosci jest do§¢ powszechnie odrzucany jako
restryktywny. Natomiast za naturalny kierunek rozwoju teorii mnogosci wielu
badaczy uwaza program badan w zakresie teorii duzych liczb kardynalnych
(ktory wpisuje sig¢ w ,,program Godla”).

5. Odmienne jest w tej sprawie stanowisko Fefermana, ktory kwestionuje
zasadno$¢ poszukiwan nowych aksjomatéw i rozszerzen teorii mnogosci. Od-
rzuca on ,,doktryng Godla”, w mys$l ktorej nalezy ,,walczy¢ z niezaleznoscia” po-
przez formulowanie aksjomatoéw coraz to wyzszych rzgdow (wyrazem tego w wy-
padku teorii mnogosci jest badanie aksjomatéw duzZych liczb kardynalnych).

Niezaleznie jednak od konkretnych rozstrzygnigé, widoczne jest, ze dysku-
sja wokot problemu niezaleznosci, poznawczego statusu zdan niezaleznych i prog-
ramu poszukiwania nowych aksjomatow jest zywa i — w Swietle nowych wy-
nikéw formalnych — nabiera coraz wigkszej aktualno$ci.
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Some remarks on the problem of independence in mathematics

The problem of justifying new mathematical axioms is presented. By way of
example the author discusses Friedman's independent sentences, the continuum
hypothesis, large cardinal axioms and the axiom of constructability. The purpose
of the article is to lend support to the thesis that the problem of justification of new
axioms is far from trivial and deserves further attention.



