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Piotr Btaszczyk

O przedmiocie matematycznym

W ramach filozofii matematyki zagadnienie przedmiotu matematycznego wy-
znacza szereg pytan, np. takie: Czym jest przedmiot matematyczny? Czy istnieje,
a jezeli istnieje, to w jaki sposdb? Czy jest konstruowany, czy tez odkrywany?
Czy jest zalezny, czy tez niezalezny od cztowieka?

Z klasycznych szkot filozofii matematyki stosunkowo najwigcej miejsca temu
zagadnieniu po$wieca szeroko rozumiany realizm. Realisci utrzymuja, ze przedmioty
matematyczne istniejg poza czasem i przestrzenig i nie wchodza w zwiazki przy-
czynowe; utrzymuja, ze przedmioty matematyczne istnieja obiektywnie, niegalez-
nie od tego, czy sg poznawane, czy tez nie, istnieja niezaleznie od naszych defi-
nicji 1 konstrukcji; utrzymuja, Ze poznanie matematyczne polega na odkrywaniu
tych przedmiotow lub ich wilasnosci. Mowiac najogdlniej, przedmioty matema-
tyczne to ,,byty platoniskie™, nie sa to wigc ani przedmioty fizyczne, ani psychiczne.

Proponuje, aby pytanie o przedmiot matematyczny potraktowa¢ jako pytanie
z zakresu ontologii — ontologii rozumianej jako nauka o przedmiocie w ogole.
Oczywiscie sg rézne ontologie i nalezy wybra¢ adekwatng do stawianego pro-
blemu. W ontologiach, ktore dopuszczaja jedynie przedmioty fizyczne, psychicz-
ne i ewentualnie idealne, nawet jezeli te ostatnie sa charakteryzowane tylko ne-
gatywnie, sposob istnienia przedmiotow matematycznych jest w zasadzie przesa-
dzony droga eliminacji: przedmioty matematyczne nie sa przedmiotami fizyczny-
mi, bo sg np. niezmienne, nie sa przedmiotami psychicznymi, bo sa np. intersu-
biektywne, pozostaje zatem trzecia mozliwo$¢, broniona zwykle jeszcze bez ja-
snego rozpoznania idealnego sposobu istnienia. Takie ujgcie zagadnienia nie jest
przekonywajace — przede wszystkim w punkcie wyj$cia. Wydaje sig, ze Swiat jest
bardziej réznorodny'.

! Wzorcowym przykladem prezentacji zatozen ontologicznych w kontekscie pytania o spo-
s6b istnienia przedmiotdw matematycznych jest stanowisko Abrahama Robinsona przedstawione
w jego manifescie filozoficznym Formalism 64: ,,Wielko$ci nieskofnczone nie istnieja w Zadnym
sensie tego stowa (tj. ani realnie, ani idealnie).” W tym przypadku explicite przyjmowane sa tyl-
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Proponujg, aby pytanie o przedmiot matematyczny rozpatrzy¢ w ontologii wy-
pracowanej przez Romana Ingardena, a wylozonej w jego Sporze o istnienie $wiata.
Dlaczego? Ot6z w ontologii Ingardena sfera tego, co nie jest fizyczne i nie jest
psychiczne, jest zréznicowana; wystepuja tam trzy rodzaje przedmiotow: idee, in-
dywidualne przedmioty idealne oraz przedmioty intencjonalne, dokladnie;j, przed-
mioty pochodnie intencjonalne, przedmioty intencjonalne w znaczeniu okreslo-
nym przez Ingardena w pracy O dziele literackim, te, ktore wystgpuja w warstwie
przedmiotdéw przedstawionych. Dodajmy, ze wszystkie te przedmioty sa intersu-
biektywne, sa poza czasem i przestrzenig i nie wchodzg w zwiazki przyczynowe.
Ponadto ich charakterystyka jest na tyle rozbudowana, ze aby wykazac, iz przed-
miot matematyczny jest przedmiotem takiego, a nie innego rodzaju, Ze jest np.
idea, musimy zdoby¢ si¢ na w miarg bogata i co najwazniejsze pozytywng cha-
rakterystyke, innymi stowy: w ramach tej ontologii samo stwierdzenie, ze przed-
miot matematyczny nie jest przedmiotem fizycznym i nie jest przedmiotem psy-
chicznym, jest dalece niewystarczajace.

Wprowadzajac w ontologie Ingardena, powiedzmy juz w tym miejscu, ze to,
co dotad nazywatem przedmiotem fizycznym, u Ingardena jest przedmiotem real-
nym, to, co nazywatem przedmiotem psychicznym, u Ingardena jest przedmio-
tem pierwotnie intencjonalnym — przedmiotem, ktory jest konstytuowany w ak-
tach $wiadomo$ci spetnianych przez pewien podmiot i ktory jest bezposrednio dany
tylko temu podmiotowi. Z kolei — i to jest dla nas najwazniejsze — napigcie zwiaza-
ne z pytaniami, czy przedmiot matematyczny jest odkrywany, czy tez stwarzany,
czy jest zalezny, czy tez niezalezny od czlowieka, w ramach tej ontologii przeno-
si sig na opozycje idealny—intencjonalny; przedmiot idealny jest niezalezny od czio-
wieka, a jego poznanie mozna nazwac odkrywaniem, o przedmiocie pochodnie in-
tencjonalnym mozna powiedzie¢, Ze jest stwarzany przez cztowieka i w tym sensie
jest zalezny, ale jednocze$nie — powtdrzmy — jest to przedmiot intersubiektywny.

W ramach ontologii Ingardena mozna zatem, przynajmniej w punkcie wyj-
$cia, zgadzac sig co do tego, Ze przedmioty matematyczne nie sg przedmiotami
fizycznymi i nie sa przedmiotami psychicznymi, a jednocze$nie nie zgadzac si¢
co do tego, ze przedmioty matematyczne sg ,,.bytami platofiskimi” w wyzej na-
szkicowanym sensie.

I jeszcze jedna uwaga porzadkujaca. W ontologii Ingardena — jak juz zostato
zauwazone — 53 dwie odmiany przedmiotu intencjonalnego: pierwotnie i pochod-
nie intencjonalny. Dalej, mowigc o przedmiocie intencjonalnym, bgdziemy mieli
na uwadze przedmiot pochodnie intencjonalny — ten intersubiektywny przedmiot
intencjonalny. Tyle tytutem wstepu.

ko dwa rodzaje przedmiotéw: fizyczne oraz idealne. Zazwyczaj jednak kontekst ontologiczny nie
jest tak wyrazny, a dodatkowo kwestia dopuszczalnych sposobdw istnienia spowita jest watkami
epistemologicznymi.
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W kolejnych punktach przedstawig argumentacje zmierzajaca do wykazania,
ze przedmiot matematyczny jest przedmiotem intencjonalnym, przy czym nie bede
zajmowat si¢ przedmiotem matematycznym w ogole, lecz, aby by¢ najblizej kon-
kretu, wybranym, aczkolwiek jednym z wazniejszych przedmiotéw matematycz-
nych, mianowicie liczbami rzeczywistymi. Liczby rzeczywiste natomiast traktuje
tak, jak sa one traktowane w matematyce, tj. jako cialo uporzadkowane w sposob
ciagly — (R, +, -, <).

Plan wywodu jest nastgpujacy: najpierw, aby przyblizy¢ intuicyjnie przedmiot
intencjonalny, przedstawie klasyczny przyklad takiego przedmiotu, nastgpnie po-
dam jego charakterystyke ontologiczna, az wreszcie, zaczynajac od punktu 4., zaj-
me si¢ wprost liczbami rzeczywistymi.

1. Klasycznym przykiadem przedmiotu intencjonalnego jest postac literacka.
Niech to bedzie Lolita, tytutowa bohaterka powiesci Vladimira Nabokova.

Opisy Lolity sg liczne i rdéznorakie, a przy tym wszystkie pochodza od wiel-
biacego jej dziewczgeg urodg mezezyzny — Humberta Humberta, Obok zapiséw
antropometrycznych: wzrost, waga, obwdd uda, tydki, szyi itd., znajdujemy de-
tale medycznej natury, takie jak ten, Ze wyrostek robaczkowy nie zostat usunigty,
ze na boku ma drobne, ciemnobrazowe znamig, a u dotu zgrabnej tydeczki, kilka
cali nad brzegiem grubej, bialej skarpetki malq blizng, Ze na ramieniu ma blizng
w ksztalcie 6semki po szczepionce przeciwko ospie. W wigkszosci jednak opisy
sq bardziej osobiste, co bynajmniej nie ujmuje im konkretnosci. Tak wigc oczy
Lolity sa puste, jasnoszare, rzesy czarne jak sadza. Twarz pokrywaja piegi, z cze-
go pig¢ rozlozonych jest niesymetrycznie na zadartym nosku; wargi sa czerwone
jak oblizany czerwony cukierek, a dolna z nich jest uroczo petniejsza; przednie
zeby — duze; glos — przenikliwie wysoki; wlosy — cieplo brazowe, z grzywka
i falami po bokach, z naturalnymi lokami puszczonymi z tyhi, a do tego, kilka
razy zauwazony przez Humberta Humberta, jedwabisty polysk nad skronig. Kar-
nacja i opalenizna sa subtelnie cieniowane: ramiona maja kolor miodu, a po pla-
czu twarz Lolity przyjmuje odcien rézu Botticellego. Do tego nalezy dodac prze-
bogaty portret psychologiczny oddajacy rozwdj i dojrzewanie Lolity.

Takg byta Lolita migdzy dwunastym a czternastym rokiem zycia. To, ze rosta
1 zmieniala sig, jest w powiesci precyzyjnie zapisywane.

Po trzech latach niewidzenia Lolity Humbert Humbert znajduje ja znacznie
odmieniong. Jest wyzsza o parg cali, ma nowa fryzure, nowe uszy, a jej glowa
jakby si¢ zmniejszyta, policzki zapadty sie, piegi zbladty®. Tyle o Lolicie.

W opisach tych rysuje sig cos, co ma strukturg realnego przedmiotu; to cos
zarazem, w odroznieniu od przedmiotu realnego sensu stricto, nie istnieje auto-
nomicznie, lecz istnieje tylko jako wyznaczone przez tekst. Do tego przedmiotu

2 V. Nabokov, Lolita, przekt. R. Stiller, PIW, Warszawa 1991.
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odnosza sig wszystkie wyzej przytoczone okreslenia. Jednoczesnie temu czemus,
temu przedmiotowi mozna przypisywac okreslenia, ktorych nie sposéb uznaé za
charakterystykg Lolity, jak na przyktad to, ze owo co$ w catosci zostalo wymy-
Slone przez Nabokova, ze zostalo nastgpnie utrwalone w pismie, ze jest w jakis$
sposob odtwarzane przez kazdego czytelnika. Calo$¢, do ktorej odnosza sie te dwie
grupy okreslen, nazywa Ingarden przedmiotem intencjonalnym. Tak wigc Lolita
z calym zestawem okreslen, jakie otrzymala od Nabokowa, jest tylko czeScia przed-
miotu intencjonalnego, ta czg$¢ nazywa si¢ zawartoscia.

Mamy tu zatem trzy zasadnicze elementy: tworcg, tekst oraz przedmiot intencjo-
nalny ~ owa cato$¢, w ktorej postaé Lolity stanowi zawarto$¢. W ponizszej charak-
terystce przedmiotu intencjonalnego begdg odwotywat sig do tej modelowej sytuacii.

2. Ontologiczna charakterystyka przedmiotu intencjonalnego bgdzie dwoja-
ka: najpierw scharakteryzowany zostanie sposoéb istnienia, a nastepnie budowa for-
malna.

Opis sposobu istnienia polega na zestawieniu réznych aspektéw istnienia, ktore
Ingarden nazywa momentami bytowymi. Istnienie przedmiotu intencjonalnego
charakteryzuja nastgpujace momenty: pochodnos¢, samodzielno$¢, zalezno$é, nie-
samoistno$¢ oraz nieaktualnosc.

2.1. Pochodno$¢ bytowa oznacza, ze przedmiot ,,istnie¢ moze tylko z wytwo-
rzenia przez inny przedmiot™. Dla naszego przykladu oznacza to, ze zrodto ist-
nienia przedmiotu intencjonalnego jest w odpowiednich aktach $wiadomosci Na-
bokowa, Ze przedmiot intencjonalny zaczyna istnie¢ dzigki pisarzowi.

2.2. Samodzielno$¢ oznacza, ze przedmiot intencjonalny nie musi wspotist-
nie¢ ,,w obrebie jednej catosei z jakim§ innym przedmiotem™, innymi stowy, Ze
jest odrgbnym przedmiotem, a nie jest aspektem, czescig czy wlasnoscia jakiegos
przedmiotu. Dla nas znaczy to, ze przedmiot intencjonalny nie jest czg$cia prze-
zy¢ czy to Nabokova, czy tez czytelnika, Ze nie jest czqsmq czy wlasnoscia ksiazki,
rozumianej jako konkretny realny przedmiot.

2.3. Zalezno$é. We wstepie byla mowa o zaleznosci w dos¢ ogoélnym rozu-
mieniu, teraz mamy na uwadze czysto techniczne znaczenie. Tak wigc zaleznos¢
oznacza, ze przedmiot intencjonalny jest samodzielng caloscia, ktora ,,wymaga
dla swego istnienia istnienia jakiego$ innego przedmiotu bytowo samodzielnego™.
O ile pochodno$¢ bytowa oddaje to, ze przedmiot powstaje, zaczyna istniec, to
zalezno$¢ uyymuje to, ze dla swego dalszego istnienia przedmiot intencjonalny wy-

3 R. Ingarden, Spor..., t. 1, 5. 92.
4 Tamze, s. 116.
> Tamze, s. 121-122.



O przedmiocie matematycznym 49

maga jakiego$ innego przedmiotu, ze jego dalsze istnienie musi by¢ podtrzymy-
wane przez co$ innego. To co§, co podtrzymuje istnienie przedmiotu intencjonal-
nego, nazywane jest podstawa bytows.

Co to znaczy? Dzielo literackie powstaje w aktach tworczych pisarza, ale jego
dalsze istnienie jest mozliwe dzigki temu, ze zostalo zapisane. Ksiazka rozumia-
na jako konkretny, materialny przedmiot jest tym, co pozwala dzielu trwaé. Z dru-
giej strony podstawg bytowa tworu literackiego stanowi jezyk — stowa oraz zda-
nia, ktore same tez sg tworami intencjonalnymi. Znaczenia stow i sensy zdan sa
intersubiektywne, rowniez intersubiektywna jest podstawa materialna przedmiotu
intencjonalnego — konkretne egzemplarze ksiazki. Wszystko to razem sprawia, ze
przedmiot intencjonalny, w odréznieniu od aktéw pisarza i aktow czytelnika, jest
przedmiotem intersubiektywnym.

2.4. Niesamoistno$¢ wiaze si¢ z tym, ze przedmiot intencjonalny nie jest sam
w sobie immanentnie okreslony®. Za tym technicznym jgzykiem stoi stosunkowo
prosta intuicja: Lolita posiada te i tylko te cechy, ktore sa przypisane jej w tek-
Scie. Ingarden tak to ujmuje: ,,immanentne kwalifikacje nie wystepuja [...] w za-
warto$ci przedmiotow czysto intencjonalnych. Wszystkie okreslenia [...], ktore
w ich zawarto$ci wystepuja, sa przedmiotowi czysto intencjonalnemu w jakis spo-
sob jedynie przypisane, «domniemane»’.

2.5. Nieaktualnos¢. Ten moment bytowy nie poddaje si¢ krotkiej charaktery-
styce, ale z drugiej strony nie bedzie on przywolywany w dalszych rozwazaniach,
poprzestaniemy wigc tylko na wskazaniu trzech istotnych momentéw z nim zwig-
zanych. Otdz z nieaktualnos$cia wiaze si¢ brak oddziatywan przyczynowych mie-
dzy przedmiotem intencjonalnym a przedmiotami realnymi, co oznacza, ze wy-
twarzanie przedmiotu intencjonalnego nie ma charakteru przyczynowego. Z tym
wiaze sie niezmiennos¢ przedmiotu intencjonalnego. A wreszcie nieaktulnos¢ wig-
Ze sig z aczasowoscig (pozaczasowos$cia) przedmiotu intencjonalnego®.

Trzeba jednak przyzna¢, ze idzie tu o $cisle okreslone pojgcia zmiany i ¢cza-
sowosci, ktore w ontologii Ingardena zostaly wypracowane dla przedmiotu real-
nego. Faktem jednak jest, ze przedmioty intencjonalne w jakims$ sensie zmieniaja
sig, co w pewnym zakresie jest zaznaczone np. w historii jgzyka czy w historycz-
nej zmiennosci odczytywania dzieta literackiego. Jaki jest ontologiczny sens tych
zmian? Kwestia ta wymaga opracowania.

¢ Zob. tamze, s. 84.

T Tamze, s. 89.

8 Ingardena rozumienie zmiany oraz czasu przedstawitem odpowiednio w artykutach: Zwig-
zek przyczynowy w ,,Sporze o istnienie Swiata”, w: ,Kwartalnik Filozoficzny”, t. XXVII, z. 2,
1999, §§ 15,16 oraz Ingarden o czasie, w: ,Kwartalnik Filozoficzny”, t. XX1V, z. 3, 4, 1996.
Skadinad wlasnie z uwagi na aczasowos$¢ i niezmiennos$é obiekty matematyczne uwazane sa za
,»byty platonskie”.
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3. Aspekty strukturalne czy, jak mowi Ingarden, charakterystyke formalno-on-
tologiczng przedmiotu intencjonalnego wyznaczaja dwa momenty: dwustronno$é
budowy oraz schematyczno$¢ (wystgpowanie miejsc niedookreslenia).

3.1. Dwustronno$¢ budowy. Przedmiot intencjonalny posiada dwie jakby stro-
ny; tworza je struktura intencjonalna (przedmiot intencjonalny jako taki) oraz za-
warto$¢. Z tym wigze sig¢ wystepowanie dwoch podmiotéw: podmiotu przedmio-
tu intencjonalnego jako takiego oraz podmiotu przedmiotu, ktoéry wystepuje w za-
wartoéci. Wiadciwym 1 wazniejszym jest pierwszy podmiot; ten podmiot niejako
przyjmuje na siebie historyczno$¢, okreslenia zwiazane z geneza przedmiotu in-
tencjonalnego.

3.2. Zawartos¢ naszego przedmiotu intencjonalnego, tj. Lolita, ma formeg rze-
czy. Ona to — w pewnym uproszczeniu — stanowi drugi podmiot przedmiotu in-
tencjonalnego. Lolita posiada te i tylko te okreslenia, ktore zostaty przypisane jej
przez Nabokova i zostaly zapisane w tekscie ksiazki. Do zawarto$ci przedmiotu
intencjonalnego zalicza Ingarden takze ,.charakter bytowy”, tzn. wyznaczony
wprost lub tylko domniemany sposob istnienia przedmiotu wystgpujacego w za-
wartosci. Nie jest to istnienie sensu stricto i dlatego stowo ,,istnieje” ujmuje In-
garden w cudzystow i mowi o ,,charakterze bytowym”: ,,Albowiem w swej za-
warto$ci przedmiot intencjonalny «jest» dokladnie taki, jakim jest domniemany,
i «istnieje» w ten sposob, jaki jest mu wyznaczony w akcie go okreslajacym™.
Jest bowiem tak, ze nawet jezeli w tek$cie nie jest wprost powiedziane, ze Lolita
jest realnym przedmiotem, to owa realnosc¢ jest domniema przez to, ze jest ona
elementem $wiata, ktory z kolei jest domniemany jako realny.

3.3. Schematyczno$¢. Powiedzialem, ze Lolita posiada te i tylko te wiasno-
Sci, ktore przypisane sg jej w tekscie. Jezeli uwzglednimy, Ze jest ona domnie-
mana jako przedmiot realny, to jako taki przedmiot powinna posiada¢ jeszcze inne
wlasno$ci niz tylko te, ktore zostaly jej przypisane. Owe luki w okresleniu Lolity
nazywane s3 miejscami niedookre$lenia. :

Przyklady. (1) Nic nie jest powiedziane o uszach Lolity, co jest znamienne
o tyle, ze spotykajac ja po latach, Humbert Humbert notuje: ,,Nowa, spigtrzona fry-
zura, nowe uszy”. Ale uszy cztowieka nie rosng tak szybko, aby w ciagu trzech lat
staly si¢ wigksze czy zmienity ksztalt. Zmienita sig twarz Lolity i na jej nowym ob-
liczu uwydatnily sie uszy, w zasadzie te same co przed trzema laty. Ale jakie one
wlasciwie sa? Male? Duze? Odstajace? Przylegajace? Waskie? Zaokraglone? Jaki
jest ich platek i czy w ogodle maja one jaki$ platek? W powiesci nic nie jest na ten
temat powiedziane. (2) Wiemy, ze Lolita ma piegi, lecz nic nie jest powiedziane
o ich barwie, mozemy jedynie domniemywacé, Ze jest to jakis odcien brazu.

9 R. Ingarden, Spor..., t. 11, s. 201.
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4. Przechodzimy do liczb rzeczywistych. W tym przypadku podstawowa tria-
deg tworca-tekst—przedmiot wyznaczony przez tekst stanowia: Richard Dedekind
— jego praca z roku 1872 Stetigkeit und irrationale Zahlen — oraz przedmiot in-
tencjonalny wyznaczony przez t¢ pracg. Pokazujac, ze mamy tu faktycznie do czy-
nienia z przedmiotem intencjonalnym w sensie wyzej omowionym, zanalizujemy
trzy momenty: dwustronno$¢ budowy, pochodnos¢ oraz schematycznos¢.

4.1. Dwustronnos¢ budowy. Zawarto$¢ przedmiotu intencjonalnego stanowia
liczby rzeczywiste utworzone metoda, ktorg dzisiaj nazywa si¢ metoda przekro-
jow Dedekinda. R to, na mocy definicji, zbiér wszystkich takich przekrojow upo-
rzadkowanego zbioru liczb wymiernych (Q, <) -R={(4,B): A+ D AB# I A
(A B=0)A VxeAVy e B [x <y]}. W zbiorze tym okreslone sa dziatania
arytmetyczne tak, Ze powstaje ciato algebraiczne; okre$lony jest porzadek, co do
ktorego Dedekind wykazal, ze jest porzadkiem ciaglym w mysl definicji ciaglo-
$ci podanej w pracy, tj. taki — uzywajac dzisiejszej terminologii — ze zaden prze-
kroj tego zbioru nie wyznacza luki. [ co najwazniejsze, w strukturze tej mozna —
jak pisze Dedekind — ,,czysto arytmetycznie” odtworzy¢ podstawowe twierdzenia
rachunku rézniczkowego 1 catkowego. Ale obok okreslen, ktore odnosza si¢ do
liczb rzeczywistych, jest tez cata grupa okreslen odnoszacych si¢ do calosci wy-
znaczonej przez tekst rozprawy, ktorych do liczb rzeczywistych nie sposob odno-
si¢. Nie jest przeciez cecha porzadku ciaglego to, ze zostal zdefiniowany przez
Dedekinda 24 listopada 1858 roku — te datg podaje Dedekind w Przedmowie, nie
jest cechg tego porzadku, ze byt modelowany przez Dedekinda na wzér linii pro-
stej — Dedekind wyznaje to w rozprawie. Okreslenia te odnosza si¢ do przed-
miotu intencjonalnego jako takiego, nie za$ do jego zawartos$ci.

We wstepie powiedziatem, Ze przedmiot matematyczny jest przedmiotem in-
tencjonalnym, teraz, gdy znamy juz budowe przedmiotu intencjonalnego, moze-
my precyzyjnie wyrazi¢ zasadnicza tezg: przedmiot matematyczny stanowi zawar-
to$¢ przedmiotu intencjonalnego; liczby rzeczywiste, podobnie jak Lolita, nie sa
przedmiotem intencjonalnym, lecz stanowia zawarto$¢ przedmiotu intencjonalnego.

4.2. O pochodnosci. Pochodno$¢ — przypomnijmy — zwigzana jest z tym, Ze
przedmiot intencjonalny zaczyna istnie¢; odnosi sig to do catego przedmiotu,
a wige i do jego zawartosci. W konsekwencji trzeba przyjac, ze tak jak przed ro-
kiem 1872 nie byto rozprawy Dedekinda, tak tez przed tym rokiem nie byto tego,
co dzisiaj w matematyce uwazane jest za liczby rzeczywiste, nie byto przedmio-
tu, do ktorego odwotujemy sig — wprost lub posrednio (poprzez charakterystyke
aksjomatyczna) — majac na uwadze liczby rzeczywiste.

W sposob oczywisty nasuwa sig tu pytanie: jezeli nie bylo liczb rzeczywistych,
to czym zajmowaly sig cale rzesze matematykoéw tworzacych i rozwijajacych ra-
chunek rézniczkowy i catkowy? By¢ moze jednak proponowany opis wyda sig
mniej paradoksalny, gdy przypomng, ze jeszcze w XVIII w. nie dysponowano
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podstawowg dla analizy matematycznej definicja — definicjg granicy (granicy w
dzisiejszym rozumieniu). Rachunek rézniczkowy i catkowy powstat jako techni-
ka rozwigzywania probleméw z zakresu fizyki 1 geometrii: wyznaczenie predko-
Sci, maksimow 1 minimdw, wyznaczanie stycznych, obliczanie dtugosci krzywych,
pol powierzchni oraz objetosci. Z czasem zakres zagadnien powickszal sie. Ma-
tematycy postugiwali sig pochodnymi i catkami, operowali szeregami, rozwigzy-
wali rownania rézniczkowe, znali zaleznoé¢ migdzy rézniczkowaniem i calkowa-
niem. Skutecznos¢ tych technik nie szta w parze z ich wyja$nieniem. Przywoly-
wane w uzasadnieniach nieskonczenie mate, fluksje, rézniczki kryly w sobie nie-
jasne intuicje geometryczne lub dynamiczne i nie wytrzymywaly dwczesnej kry-
tyki. Dopiero Cauchy podat definicjg granicy wolna od geometrycznych odnie-
sien, w ktorej granica jest rozumiana jako liczba. Aby postugiwaé sie pojeciem
granicy, trzeba bylo zatem dysponowac pojeciem liczby. Dlatego whasnie w dru-
giej potowie XIX w. wielu matematykéw szukato definicji liczby — liczby niewy-
miernej. Dla wigkszo$ci kierunek poszukiwan wytyczyta definicja Cauchy’ego
orzekajaca, ze liczby niewymierne to granice ciaggdéw liczb wymiernych. Rozu-
mujac w podobny sposob, Heine, Meray, Cantor doszli do tego, Ze za liczbe, ktora
ma by¢ granicg ciagu, nalezy uzna¢ po prostu sam 0w ciag. Kulminacja tego my-
$lenia jest konstrukcja Cantora. Dedekind natomiast do pojecia liczby rzeczywi-
stej doszed! poprzez refleksje nad ,,istota ciaglosci”. Fakty te sg znane', chciat-
bym natomiast zwroci¢ uwagg na jeszcze jeden aspekt tej historii.

Dlaczego akurat prace Dedekinda i Cantora zostaty wyrdznione przez nastepne
pokolenia? Otéz w historii, ktorej zwienczeniem sa owe prace, idzie o co$ wiecej
niz tylko o wypracowanie pojgcia liczby rzeczywistej, idzie mianowicie o stworze-
nie takiego systemu liczbowego, w ktorym mozna uzasadnié techniki rachunku réz-
niczkowego. Cantor i Dedekind podali nie tylko okreslenie ciata liczb rzeczywistych,
ale przede wszystkim metody uzupelniania ciala liczb wymiernych do ciata, w kto-
rym mozna rozwija¢ rachunek rézniczkowy. W konstrukcjach Cantora i Dedekinda
nie widzg zatem ,,odkrycia” jakiego$ obiektu, widzg natomiast rézne metody roz-
wigzania jednego i tego samego problemu: metody zbudowania systemu liczbowe-
go (rozszerzenia ciata liczb wymiemnych), ktory bedzie podstawg dla istniejacego
juz gmachu analizy matematycznej. W latach 60. XX w. Abraham Robinson poka-
zal, ze mozliwe jest tez inne rozwigzanie. W analizie niestandardowej pokazuje sie,
ze problem ten — problem arytmetycznych podstaw rachunku rézniczkowego — moz-
na rozwiazaé, opierajac analize nie na pojeciu granicy, lecz na pojeciu wielkosci
nieskonczenie matej, a odpowiednim systemem liczbowym jest wowczas system
liczb hiperrealnych, ktory nie jest izomorficzny z liczbami rzeczywistymi'.

10 Zob. np. C.B. Boyer, Historia rachunku réiniczkowego i catkowego i rozwdj jego pojec,
rozdz. V-VIL

1 Zob. A. Robinson, Nonstandard Analysis, NHPC, Amsterdam 1966; zob. tez M. Capin-
ski, J. Cutland, Nonstandard Methods for Stochastic Fluid Mechanics, rozdz. (1.
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4.3. Schematyczno$¢. Wystgpujacy w zawartosci przedmiotu intencjonalnego
przedmiot matematyczny nie ma domniemanego sposobu istnienia. To sprawia,
ze musimy odpowiedzie¢ na pytanie: jak rozumie¢ wiasno$¢ przedmiotu mate-
matycznego?'? Nie znajdujac podstaw dla jakich$ arbitralnych ograniczen, przyj-
muj¢ jak najbardziej liberalne stanowisko: o przedmiocie matematycznym mozna
orzeka¢ wszystko to, co jest orzekane w teoriach matematycznych. Kilka przy-
ktadowych wlasnosci liczb rzeczywistych: liczb algebraicznych jest przeliczalnie
wiele, ciato liczb rzeczywistych nie jest algebraicznie domkniete, przedzialy sa
jedynymi podzbiorami spojnymi R (w topologii zadanej przez porzadek), istnieja
funkcje rzeczywiste nieciagle'®, czy ogolniej, samo pojgcie granicy odstania sze-
reg wlasnosci odrézniajacych liczby rzeczywiste od ciat, w ktoérych mozna rozwi-
jaé rachunek rézniczkowy, np. istnieja funkcje rzeczywiste rozniczkowalne nie-
posiadajace drugiej pochodnej, funkcje zespolone natomiast jezeli maja pierwsza
pochodna (w odpowiednio zdefiniowanym obszarze), to majg (w tym obszarze)
wszystkie nastgpne pochodne.

Moéwiac ogolnie, kazda wlasnos$¢ jest wlasnoscia w ramach pewnej teorii i nie
ma wlasnosci poza teoria, sam przedmiot natomiast — liczby rzeczywiste — jest po-
nad poszczegolnymi teoriami. Mowiac metaforycznie, liczby rzeczywiste umiesz-
czane sq w roznych teoriach matematycznych niczym substancja w probéwkach
z roznymi odczynnikami, a w rezultacie poznajemy ich rdzne wlasnosci’®.

Do tego, co zostalo wyzej powiedziane, dodajmy jeszcze jeden warunek: do
teorii matematycznej zaliczane sa przyjmowane $rodki badawcze, a wiec np. to,
ze teoria dopuszcza jedynie definicje predykatywne (vide analiza matematyczna
Hermana Weyla z Das Kontinuum), ze przyjmuje logike pierwszego lub drugiego
rzedu',

Wsrdd teorii mamy zatem takzZe teorie sformalizowane, ktore stwarzaja wy-
jatkowo sterylne warunki. Podam dwa przyktady wtasnoéci zwiazanych z teoria-
mi sformalizowanymi. (1) W ZF (teoria mnogos$ci Zermelo-Fraenkla) + AC (ak-

12 Jest to czysto ontologiczna kwestia zwiazana z pojeciem przedmiotu intencjonalnego. Uza-
sadnienie tego przejscia przedstawiam w pracy O sposobie istnienia liczb rzeczywistych, maszy-
nopis.

I3 Pojgcie granicy zastosowane w analizie intuicjonistycznej daje inne wyniki. W intuicjoni-
stycznej teorii funkcji okre$lonych na continuum Brouwera jest tak, ze funkcja okreslona na prze-
dziale domknigtym jest jednostajnie ciagla. Zob. A. Heyting, Intuitionism, rozdz. [II; zob. tez
A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy, Foundations of set theory, rozdz. 1V, § 6.

" Oczywiscie moze by¢ tez tak, ze badane sa jedynie wybrane aspekty liczb rzeczywistych,
np. sam zbidr R, zbiér uporzadkowany (R, <) czy cialo (R, +, °).

15 Zob. A. Grzegorczyk, Elementarily definable analysis. W pracy tej, precyzujac idee Weyla
z Das Kontinuum, pokazano, ktore twierdzenia klasycznej analizy matematycznej mozna otrzy-
mac¢, gdy dopuszczone zostang jedynie definicje elementarne, tj. takie, w ktorych kwantyfikatory
wigza zmienne przebiegajace zbidr liczb catkowitych. Jest tez wiele innych prob zbudowania ana-
lizy matematycznej przy ograniczonych, w stosunku do analizy klasycznej, $rodkach dowodowych.
Zob. A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy, Foundations of set theory, rozdz. 1V, § 6.
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sjomat wyboru) istnieja podzbiory R niemierzalne w sensie miary Lebesgue’a; (1)
w teorii ZF+AD (aksjomat determinacji) kazdy podzbiér R jest mierzalny w sen-
sie miary Lebesgue’a'®; (2) W ZF+AC ciagloé¢ funkcji w sensie Cauchy’ego (CC)
jest rbwnowazna ciaglo$ci w sensie Heinego (HC); (2”) w ZF warunki te nie sa
rownowazne: implikacja HC — CC nie da si¢ udowodni¢'.

Przyjmujac powyzZsze rozumienie wlasnosci i pamigtajac, Ze wlasno$é odsta-
nia si¢ zawsze w ramach pewne;j teorii, mozna wskaza¢ miejsca niedookre$lenia
uporzadkowanego ciala liczb rzeczywistych: ot6z miejsca niedookreslenia wigze
ze zdaniami niezaleznymi. Przyklady. (1) Przyjmujac, ze rozwazamy zbidr R
w teorii mnogosci ZF+AC (z logika pierwszego rzedu), mozemy spytaé, gdzie
plasuje si¢ moc tego zbioru w hierarchii alefow (tj. liczb kardynalnych dobrze
uporzadkowanych), lub inaczej: jak duze jest continuum. I tu natrafiamy na miej-
sce niedookreslenia. Z niezaleznosci hipotezy continuum wynika, ze w ramach
tej teorii nie ma pozytywnej odpowiedzi na to pytanie, tj. nie mozna pokaza¢, ktore-
mu alefowi jest rowna liczba kardynalna2x°. (2) Przyjmujac, ze rozwazamy zbior
uporzadkowany (R, <), mozna spytac, czy zbidr ten ma nastgpujaca wiasnosc¢:
(R, <) jest izomorficzny z kazdym zbiorem uporzadkowanym X takim, ze X jest
uporzadkowany w sposoéb ciagly (tj. uporzadkowany w sposob gesty i taki, ze za-
den jego przekrdj wlasciwy nie wyznacza luki), nie posiada elementu pierwszego
ani ostatniego, w ktorym kazda rodzina przedziatéw parami roziacznych jest co
najwyzej przeliczalna. Pozytywna odpowiedz na to pytanie nazywa si¢ hipoteza
Suslina. Hipoteza Suslina jest zdaniem niezaleznym teorii mnogosci ZF+AC,
a stad wynika, Ze w ramach tej teorii nie mozna wykazacé, ze liczby rzeczywiste
maja te wlasnosé, i nie mozna tez wykazac, ze jej nie maja'®.

5. Powiedziatem wczesniej, ze dzisiejsze prace traktujace o liczbach rzeczy-
wistych czy wykorzystujace liczby rzeczywiste odwotuja si¢ do konstrukeji De-
dekinda, a przeciez wiadomo, Ze nie jest to jedyna konstrukcja liczb rzeczywi-
stych funkcjonujaca w matematyce. Nawet bardziej populamna jest konstrukcja za-
rysowana przez Georga Cantora w pracach Uber die Ausdehnung eines Satz aus
der Theorie der trigonometrische Reihen oraz Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre. Konstrukcja Cantora nazywana jest obecnie konstrukcja,
w ktorej zbior R definiowany jest jako zbior ilorazowy C/=, gdzie C oznacza zbior

16 Zob. J. Mycielski, S. Swierczkowski, On the Lebesgue measurability and the axiom of
determinateness.

17 Zob. M. Jeagerman, The Axiom of Choice and Two Definitions of Continuity.

18 powiazanie zdan niezaleznych z miejscami niedookreslenia przedmiotu intencjonalnego oma-
wiam w pracy O sposobie istnienia liczb rzeczywistych, maszynopis.

19 Poza konstrukcjami Cantora i Dedekinda sa tez oczywiscie inne konstrukcje liczb rzeczy-
wistych. Jednakze w wykladach rachunku rézniczkowego zazwyczaj wykorzystuje sig jedna z tych
dwdch konstrukeji.
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ciagdéw liczb wymiernych spehiajacych warunek Cauchy’ego, natomiast = to re-
lacja: (a)) = (b,) wtw lim___(a,—b,) = 0.>* W zbiorze tym zdefiniowane sg do-
dawanie, mnozZenie oraz porzadek tak, Ze powstaje ciato uporzadkowane. Cialo
to jest zupelne w tym sensie, ze kazdy ciag liczb rzeczywistych spetniajacych wa-
runek Cauchy’ego jest zbiezny do pewnej liczby rzeczywiste;.

Naturalne jest pytanie: jaki jest stosunek migdzy konstrukcjami Cantora i De-
dekinda?

Odpowiedz jest prosta: z punktu widzenia ontologii Stetigkeit und irrationale
Zahlen oraz prace Cantora wyznaczaja dwa rozne przedmioty intencjonalne. Ale
i wskazanie ontologii tez jest proste: rozne przedmioty intencjonalne maja rozne
zawarto$ci. Czym zatem roznia si¢ te konstrukcje? Wskaze trzy roznice.

(1) Ciala skonstruowane przez Cantora i Dedekinda sa oczywiscie izomor-
ficzne, ale izomorfizm pomija nature elementdéw ciat, pomija to, z czego i jak zo-
staty skonstruowane, to za$ nalezy do zawarto$ci odpowiednich przedmiotow in-
tencjonalnych. W konstrukcji Dedekinda liczba rzeczywista jest para podzbiorow
zbioru liczb wymiernych, w konstrukcji Cantora — zbiorem ciggow Cauchy’ego
(klasa abstrakcji wyznaczong przez pewien ciag).

(2) W konstrukcji Dedekinda decydujaca wiasno$cia jest ciaglo$¢, w konstruk-
cji Cantora — zupetno$é. Sa to rozne wlasnosci. Ciaglos¢ w sensie Dedekinda jest
charakterystyka porzadku liniowego, zupetno$¢ (w tym konkretnym znaczeniu)
charakteryzuje przestrzenie metryczne. I nawet wtedy, gdy wilasnosci te sa rozpa-
trywane jako wilasnosci ciata uporzadkowanego, nie s one rownowazne: aby otrzy-
macé rownowaznos$¢ (w ramach teorii ciala uporzadkowanego), do zupeinosci na-
lezy doda¢ jeszcze aksjomat Archimedesa.

(3) 1 najwazniejsze. Konstrukcje te roéznia si¢ metoda. Metoda przekrojow
Dedekinda przedstawiana jest obecnie jako uzupelnienie porzadku liniowego do
porzadku ciagtego i jako taka ma ona ograniczony zakres zastosowan, mozZna na-
wet powiedzieé, ze wyczerpata swoje mozliwosci w tej jedne) konstrukcji. Meto-
da Cantora przedstawiana jest jako metoda uzupelniania przestrzeni metrycznej
do przestrzeni zupelnej (jako pierwszy pokazat to Hausdorft). Jezeli zas zobaczy-
my w tej konstrukeji strukturg ilorazowa, to jej moc — jesli wolno tak powiedzie¢
— jest nie do przecenienia.

6. Dla uwyraznienia prezentowanego stanowiska skomentuj¢ jeszcze wypo-
wiedz, jaka Azriel Levy, specjalista w dziedzinie podstaw matematyki, zamiecit
w ksiazce Basic Set Theory, we wstepnie do rozdziatu Real Spaces:

[...] liczbe -1 zdefiniujemy jako zbiér (0,1). Nie znaczy to jednak, ze -1 jest w rzeczy-
wistosci (0,1), tak jak para (x,y) nie jest w rzeczywistosci zbiorem {{x},{x,y}}, a funk-

2 Sam Cantor nie postugiwal si¢ jeszcze wprost zbiorem ilorazowym. Czasami liczbg rze-
czywista utozsamiat z jednym ciagiem, czasami z klasa ciagow.
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Cja nie jest w rzeczywistosci zbiorem par uporzadkowanych. Przedmioty matematyczne
sa charakteryzowane przez swoje cechy istotne, nie za$ przez ,,substancje, z ktorych sa
zrobione”. Wobec tego liczby catkowite, wzigte z ich operacjami arytmetycznymi, to
w rzeczywistosci pewien pierscien catkowity posiadajacy okreslone wilasnosci algebra-
iczne. Wiasnosci te charakteryzujg 6w pierScien z doktadnoscia do izomorfizmu, tj. kazde
dwa pierscienie catkowite posiadajace te cechy sa izomorficzne. Wazne jest, aby wie-
dzieé, i taki jest cel definicji, ktore podamy, ze ,,idealne” zbiory liczb catkowitych, wy-
miernych 1 rzeczywistych oraz dziatania arytmetyczne i relacje okre§lone na nich, moga
by¢ otrzymane w pewien sposob jako zbiory teorii mnogosci, ale gdy juz sa dane i gdy
ich istotne wiasnosci zostana wykazane, pomijamy to, jak zostaly one otrzymane?'.

6.1. Zwrot, ze liczba ,,nie jest w rzeczywisto$ci...” — dopowiedzmy: klasg abs-
trakcji czy przekrojem — sugeruje, Ze jest czyms$ innym. Otdz twierdzg, Ze nie ma
nic poza owymi przedstawieniami, nie ma zadnych ,idealnych” — czy to
w cudzystowie, czy tez bez cudzystowu - liczb rzeczywistych.

6.2. Wezmy teraz zdanie: ,,gdy ich istotne wiasnosci zostana wykazane, po-
mijamy to, jak zostaty one otrzymane”. Mowiac o ,,istotnych wtasno$ciach”, Levy
ma na uwadze aksjomatyczng charakterystyke ciala uporzadkowanego liczb rze-
czywistych, co sugeruje wyrozniong pozycje ujgcia aksjomatycznego. W podej-
Sciu aksjomatycznym kluczowe jest twierdzenie o kategorycznosci, orzekajace,
7e istnieje jedno, z dokladnoscia do izomorfizmu, ciato uporzadkowane spetnia-
jace aksjomaty: ... — w tym miejscu nalezaloby wpisac¢ ktory$ uklad aksjomatéw,
a jak wiadomo, jest ich wiele. Wszystkie one podpadaja pod schemat: aksjomaty
ciata uporzadkowanego + aksjomat ciaglosdci (ciaglos¢ porzadku) lub warunek czy
warunki rownowazne mu?.

Otdz ujgcie aksjomatyczne w dwojaki sposob jest zalezne do konstrukeji Can-
tora lub Dedekinda®.

(1) Ujmuje liczby rzeczywiste jako ciato uporzadkowane, co jest charaktery-
styczne i dla konstrukcji Cantora, i1 dla konstrukcji Dedekinda. Ale bynajmniej
nie jest to jedyne mozliwe ujecie liczb rzeczywistych. Twierdzenie Pontriagina
daje charakterystyke topologiczno-algebraiczna: liczby rzeczywiste sa ciatem to-
pologicznym ciagltym, spojnym, lokalnie zwartym?,

(2) Dowod twierdzenia o kategorycznosci jest zwykle tak prowadzony: dane
sa dwa ciata F i F, spelniajace ustalone aksjomaty, zawieraja one izomorficzne

2 A. Levy, Basic Set Theory, Springer, Berlin 1979, s. 217 (podkreélenia — P.B.).

22 Zob. np. L.W. Cohen, G. Ehrlich, The Structure of the Real Number System, rozdz. 5.

2 W tym miejscu zalezno$¢ nie ma technicznego znaczenia, jakie zostato przedstawione
w pkt. 2.3.

2 Scisle rzecz biorac, w twierdzeniu Pontriagina jest powicdziane, ze sa trzy ciala spelniaja-
ce podane warunki: liczby rzeczywiste, liczby zespolone i ciato kwaternionéw. Wyr6znienie w tej
trojce liczb rzeczywistych nie stanowi problemu, mozna np. doda¢ warunek okre$lajacy wymiar
topologiczny.
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ciata utamkow, odpowiednio Q i Q,, naturalny izomorfizm miedzy Q i Q, jest
rozszerzany do 1zomorfizmu migdzy F i F, a rozszerzanie to jest wzorowane na
uzupetnianiu ciata liczb wymiernych albo metoda Cantora, za pomoca ciagéw Cau-
chy’ego, albo metoda przekrojow Dedekinda.

6.3. Powiedzialem wczesniej, ze problem, przed ktérym staneli Dedekind
1 Cantor, uzasadniat kierunek — jesli wolno tak powiedzie¢ — uzupehniania, tj. do-
dawanie nowych elementéw do ciata liczb wymiernych. Ale Dedekind i Cantor
nie tylko rozszerzyli ciato liczb wymiernych, sprawdzili tez, ze ponowne zasto-
sowanie ich metody do nowego, tj. uzupetnionego ciata, nie stwarza juz nowych
liczb: struktura stworzona przez Dedekinda okazata sig ciagla, struktura stworzo-
na przez Cantora okazata si¢ zupeina, to za§ wystarcza juz do rozwijania rachun-
ku rézniczkowego. W tym sensie ustalenie arytmetycznych podstaw rachunku roz-
niczkowego wyznacza kierunek rozszerzenia ciata liczb wymiernych oraz etap,
na ktérym w owym rozszerzaniu mozna poprzestac.

Jezeli zniesiemy punkt odniesienia, jakim jest ustalenie arytmetycznych pod-
staw rachunku rézniczkowego i catkowego, to gubimy kierunek uzupehnienia,
a takze nie wiemy, dlaczego w uzupetnianiu mozna poprzesta¢ na takim, a nie
innym etapie. Nie jest przeciez tak, ze ciata liczb wymiernych nie mozna rozsze-
rza¢ w innym kierunku, 1 nie jest tez tak, ze liczb rzeczywistych nie mozna roz-
szerza¢ dalej. Mozna przyjac na przykiad algebraiczny punkt widzenia i za cel
uzna¢ domknigto$¢ algebraiczng ciata wyjsciowego, tj. ciala liczb wymiernych.
Wowczas uzupelnienie Cantora czy Dedekinda nie jest wystarczajace i liczby rze-
czywiste nalezy rozszerza¢ dalej, jak wiadomo, do ciata liczb zespolonych®.
A nawet jezeli celem rozszerzenia ciala liczb wymiernych jest ustalenie podstaw
rachunku rézniczkowego, a jednoczesnie za pojecie podstawowe przyjete zosta-
na wielko$ci nieskonczenie mate, a nie pojgcie granicy, to liczby rzeczywiste na-
lezy rozszerzaé dalej — do struktury liczb hiperrealnych. Struktura ta tez moze by¢
opisana aksjomatycznie, ale 1 ta aksjomatyka, podobnie jak aksjomatyka liczb rze-
czywistych, jest zalezna od istniejacej juz konstrukeji.

Rozszerzajac ciato liczb wymiernych, trzeba wiedzie¢, po co jest ono rozsze-
rzane. Podejscie czysto aksjomatyczne samo z siebie nie generuje kierunku roz-
szerzenia. Dedekind i Cantor wiedzieli, po co stwarzajq liczby rzeczywiste. Abra-
ham Robinson wiedziat, po co stwarza liczby hiperrealne. Sens tym konstrukcjom
nadaje rachunek rézniczkowy i calkowy.

3 W przykladzie tym rozszerzane jest ciato (R, +, -). Ale oczywiscie i uporzadkowane ciato
liczb rzeczywistych mozna rozszerza¢, np. do (niearchimedesowego) ciata funkcji wymiernych
o wspoltczynnikach rzeczywistych.

%6 Zob. M. Capinski, J. Cutland, Nonstandard Methods for Stochastic Fluid Mechanics,
Appendix.
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On Mathematical Object

This paper intends to show that the ordered field of real numbers is an inten-
tional object in the sense specified by Roman Ingarden in his Das literarische
Kunstwerk. Existential derivation, two sidedness of the formal structure and in-
completeness are recognized as principal characteristics of an intentional object.
Existential derivation of reals is possible due to the findings established for the
first time in Richard Dedekind’s Stetigkeit und irrationale Zahlen.Their incom-
pleteness is connected with undecidable properties of an intentional object. In the
case of a mathematical object undecidable sentences are interpreted as such pro-
perties. Continuum and Sulsin Hypotheses are presented as examples of such
properties. The author also shows what relation obtains between Dedekind’s and
Cantor’s constructions of real numbers if these are treated as intentional objects.



