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Zapomniana antynomia Russella

0. W niniejszym artykule chce przypomnie¢ pewien epizod z historii logiki.
Mam mianowicie zamiar zaja¢ sie jedng z antynomii odkrytych przez Bertranda
Russella, o ktorej rzadko sie mowi, a ktéra miata - jak sadze - pewien wptyw na
rozwoj logiki. Zaczne od usytuowania owego epizodu we wiasciwym dla niego
kontekscie historycznym.

1 W roku 1893 ukazat sie pierwszy tom znakomitego dzieta niemieckiego
matematyka Gottloba Fregego (1848-1925) zatytutowanego Grundgesetze der
Arithmetic. Begriffsschriftlich abgeleitet {Prawa naczelne arytmetyki. Wyprowa-
dzenie wedtug zasad ideografii logicznej). Autor dazyt w nim do ugruntowania
arytmetyki liczb naturalnych (a z nig catej matematyki) jako czesci logiki. Chcac
ten problem rozwigzaé, zbudowat pewien system logiki, ktéry obejmowat Canto-
rowska teorie mnogosci. Kiedy drugi tom Grundgesetze byt w druku, okazato sie,
ze zbudowany przez Fregego system jest sprzeczny. Odkrycia tego dokonat w 1901
roku angielski matematyk i filozof Bertrand Russell (1872-1970), analizujgc do-
waod twierdzenia Georga Cantora, ze nie istnieje najwieksza liczba kardynalna (lub
zbiér wszystkich zbioréw). Russell o znalezionej sprzecznosci powiadomit auto-
ra Grundgesetze w liscie z 16 czerwca 1902 r. Frege ,byt tak wstrzasniety tg
sprzecznoscig- pisze Russell w swej autobiografii filozoficznej - ze zarzucit probe
wydedukowania arytmetyki z logiki, czemu dotad poswiecat niemal kazdg chwile
swego zycia” (Russell 1971, s. 80). Wspoicze$nie rozumowanie zwiazane z ta
sprzecznoscig nazywa sie antynomig Russella lub antynomig klas niezwrotnych
(tj. klas niebedgcych wiasnymi elementami). Doktadng analize antynomii klas nie-
zwrotnych oraz zarys jej rozwigzania w postaci prostej teorii typéw zawart Rus-
sell w ksigzce The Principles of Mathematics opublikowanej w 1903 r. Antyno-
mia owa jest obecnie najbardziej znang i zarazem pojeciowo najprostszg sposrod
tzw. antynomii teoriomnogosciowych.

Piszac The Principles, Russell zastanawiat sig, czy sg inne antynomie podob-
ne do wczesniej odkrytej, ale ktérych prosta teoria typoéw nie eliminuje. W roku
1902 znalazt on takg antynomie i natychmiast o swym odkryciu powiadomit Fre-
gego w liscie z 29 wrzesdnia:
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W oparciu o twierdzenie Cantora [...] mozna tworzy¢ coraz to nowe antynomie. Np. gdy
m jest klasg zdan [eine Klasse von Sdtzen], to otrzymujemy ,,p tm. zy p" jako ich lo-
giczny produkt. Zdanie to moze naleze¢ do klasy m albo [moze do niej] nie [nalezec].
Niech w bedzie klasg wszystkich zdan powyzszego ksztattu, ktére do klasy m nie nale-
Z3, tzn.

w=p 3[B3m3{p.=:qe .qnp~E£m}];
i niech r bedzie zdaniemp e w. z:p.p.
Nastepnie otrzymuje sier3 w=r~ e w.
Nalezy tu méwié o tresci [Inhalt] zdan, a nie ich denotacji [Bedeutung]; bowiem zdania
ekwiwalentne nie muszg by¢ ujmowane jako identyczne (Frege 1969, s. 230).

Odkrytg antynomie Russell uwazat za wazng, zapewne dlatego, iz kojarzyta
sie z podstawowg dla semantyki Fregego ideg rozréznienia sensu (Sinn) i denota-
cji (Bedeutung) zdan. Opisat jg nastepnie w The Principles (Appendix B, s. 527
i n.). Nieformalnie i najprosciej mozemy przedstawic jg nastepujgco (Scista wer-
sja zostanie przedstawiona w paragrafie czwartym). Przyjmijmy, ze: tre$¢ zdania
= sad. Jezeli sad gloszacy, ze wszystkie sady sg F, jest tozsamy z sadem gtosza-
cym, ze wszystkie sady sg G, to wtasnosci F i G sg identyczne (kryterium iden-
tycznosci). Z kazdym zbiorem sagdéw m = {p: F(p)} korelujmy sad, ze wszystkie
sady tworzgce m sg A. Korelacja ta wyznacza wzajemnie jednoznaczng odpowied-
nio$¢ pomiedzy zbiorem sgdéw i zbiorem wszystkich jego podzbioréw, whrew
twierdzeniu Cantora.

Whkrétce po opublikowaniu The Principles Russell przystapit do rekonstruk-
cji arytmetyki liczb naturalnych, a wraz z nig catej teorii mnogosci w ramach sys-
temu logiki nazwanego pdzniej rozgateziong teorig typéw (the ramified theory of
types). Rozgateziona teoria typéw miata zapobiega¢ zaréwno antynomiom teo-
riomnogosciowym, jak i antynomiom semantycznym (Russell nie rozrézniat ich,
uwazajac, ze wszystkie antynomie majg wspélne zrddto i strukture). Gtownymi pra-
cami Russella zawierajgcymi prezentacje wspomnianego systemu sg: artykut Ma-
thematical logie as based on the theory oftypes (1908) oraz napisane wraz z Alfre-
dem N. Whiteheadem dzieto Principia Mathematica (t. 1- 1910, t. 2- 1912, t. 3 -
1913). W zadnej jednak z tych prac nie ma nawet wzmianki o drugiej z odkrytych
przez niego antynomii (chociaz analizuje w nich inne rozpoznane antynomie). Wy-
glada to tak, jakby autor kompletnie o niej zapomniat, mimo ze - prawdopodobnie
- byta ona pierwszym bodzcem do rozbudowania prostej teorii typow.

W roku 1958 niezaleznie od Russella antynomie te ponownie odkryt John
Myhill jako rozumowanie zagrazajace ,,logice sensu i denotacji” Alonzo Chur-
cha - logice realizujgcej gtowne idee semantyczne Fregego (Myhill 1958). Dlate-
go wspobtczesnie nazywa sie jg antynomig Russella-Myhilla.

W niniejszej prezentacji skupie uwage na pierwszej wersji wspomnianej an-
tynomii, tj. wersji pochodzacej od Russella. Najpierw jednak przypomne rozu-
mowanie Cantora oraz niektére punkty pogladéw semantycznych Fregego. Sg one
bowiem bezposrednio zwigzane z przedmiotem niniejszego artykutu.
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2. Zbior wszystkich zbiordw (= zbidr petny) jest to zbior, ktérego elementa-
mi sg wszystkie i tylko zbiory. Oznaczmy éw zbidr symbolem V. Mozna go utoz-
sami¢ np. z kumulatywng hierarchig zbioréow (nad zbiorem 0). Wdéwczas kazdy
zbidr jest elementem pewnego poziomu owej hierarchii. Za pomocg operacji po-
tegowania tworzymy zbiér potegowy P(V) (= zbiér wszystkich podzbioréw zbio-
ru V). Skoro V jest zbiorem peinym, a kazdy element P(V) jest zbiorem, wiec
P(V) ¢ V. Z drugiej strony, kazdy element V jest tez elementem P(V) (z uwagi
na przechodnio$¢ V), wiec V ¢ P(V). W efekcie: V = P(V). Zachodzi zatem bi-
jekcja odwzorowujaca zbiér V na zbidr P(V) (co oznacza, ze oba zbiory sg row-
nolicznel)- Cantor pokazat, ze dla dowolnego zbioru x takie odwzorowanie nie
istnieje i zbior P(x) jest zawsze liczniejszy od zbioru x2 Dowod, ze dotyczy to
réwniez zbioru V, wykorzystuje antynomie zbioru wszystkich zbioréw (tak rozu-
mowanie to zakwalifikowat Russell). Dla dowolnego zbiorux ¢ V tworzymy zbiér
.przekatniowy” {ye x:y ijly)}, gdzie/: x — P(x) jest (jakakolwiek) bijekcja.
Oznaczmy go symbolem zx (oczywiscie zxeix). Poniewaz/jest bijekcja, istnieje
wiec element u e x taki, ze z =/w). A zatem,

uezxwtw u6 {y ex:y eJ(y)}
wtw u <iu) (bo u eXx)
witw Ul’ZX.

Innymi stowy, z jest podzbiorem zbioru x takim, ze jesli u e x, to u e zxwtw
u£//), co pocigga za sobg, ze nie istnieje u ex, dla ktérego/u) —z . Zbior
zxe P(x) (bo zxc x), lecz zx x. Rzecz jasna, zxe V. Kladac V w miejsce X, otrzy-
mujemy sprzeczno$¢: zarazem zy e V izy z V. Bijekcjajest (w szczegolnosci) funk-
cja tozsamosci id, okre$lona wzorem id(x) =x. Dla dowolnego x ¢ V zbior ,,prze-
katniowy” mozemy wiec zdefiniowac jako zbiérr - {yex:y <€id(y)} lub prosciej
x={y e x:y <€y}. Zwigzek z antynomig Russellajest tu szczegblnie wyrazny, gdyz
zbidr rwjest zbiorem wszystkich i tylko tych zbioréw, ktére nie sg wiasnymi ele-
mentami.

3. Frege wprowadzit swoje stynne rozréznienie sensu i odniesienia (denota-
cji) w eseju Ober Sinn und Bedeutung z 1892 roku. Oto fragment dotyczacy tej

sprawy:

Narzuca sie teraz samo przez sig, by ze znakiem (nazwg, zwrotem, literg) wigza¢ précz
tego, co on oznacza i co mozna nazwac jego znaczeniem [= denotacja - Z.T.], takze
co$, co nazwatbym jego sensem, i w czym zawarty jest 6w sposéb, w jaki przedmiot

1Dwa zbiory sg réwnoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcjag odwzorowujgca jeden
z tych zbioréw na drugi.
2Twierdzenie to nosi nazwe twierdzenia Cantora (0 mocy zbioru potegowego).
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jest dany. [...] Przy prawidtowym potaczeniu znaku z sensem i znaczeniem znakowi od-
powiada okreslony sens, a sensowi - okreslone znaczenie. Danemu za$ znaczeniu (przed-
miotowi) moze przystugiwacé wiele nazw. W réznych jezykach, a nawet w tym samym,
ten sam sens bywa wyrazany rozmaicie (Frege 1977, s. 61 in.).

Podstawowy argument Fregego na rzecz rozroznienia sensu i denotacji doty-
czy relacji zachodzacej pomiedzy wyrazeniami danego jezyka a ich rozumieniem
przez uzytkownikéw tego jezyka: w rozumieniu wyrazenia dochodzi do uchwy-
ceniajego sensu. Dla zdan tre$¢ jego doktryny jest nastepujaca:

1 Podstawowym kontekstem rozroznienia sensu i denotacji wyrazeniajest
kontekst ekstensjonalny.

2. Denotacjg zdania oznajmujacego jest Prawda (das Wahre) lub Fatsz (das
Falsche).

2.1. Zdanie oznajmujace jest imieniem wiasnym Prawdy lub Faiszu.

2.2.  Wszystkie zdania prawdziwe (falszywe) denotujg to samo.

3. Sensem zdania oznajmujgcego (a wiasciwie znaku zdaniowego) jest
zobiektywizowana mysl.

3.1.  Mysl jako sens zdania nie nalezy ani do $wiata przedmiotéw fizycz-
nych, ani do $wiata obiektdw psychicznych.

3.1.1. Mysl jest przedmiotem bezczasowym i nieprzestrzennym.

3.1.2. Mysl odroznia sie zarébwno od aktu myslenia, jak i wytworu aktu my-
Slenia.

3.1.3. Mysl jest niezalezna od tego, czy istnieje kto§ mogacy ja ujaé, oraz od
tego, czy istnieje jakis$ jezyk zdolny jg wyrazic.

3.2.  Mysl jest (pierwotnym) nosnikiem prawdziwosci i fatszywosci.

3.2.1. Istnienie mysli nie polega najej prawdziwosci.

3.3.  Prawdziwos$¢ (fatszywos¢) mysli jest niezalezna od mozliwosci uzasad-
nienia przez podmiot, ze tak wiasnie jest.

4. Sad, akt sadzenia (das Urteilen) jest odrézniany od mysli jako sensu
zdania i polega na uznaniu prawdziwosci (fatszywosci) mysli. Dla ozna-
czenia sadow - czyli tresci, ktore sie stwierdza - Frege wprowadza spe-
cjalny znak |— , ktéry stawiamy przed wyrazeniami o tresci zdaniowej
(kreska pozioma to kreska tresci, a kreska pionowa to kreska sadu).

5. Oznajmienie sadu to twierdzenie.

Zdarza sig, ze zdanie nie denotuje ani Prawdy, ani Fatszu, lecz mysl. Kiedy
jakies$ zdanie wystepuje w mowie zaleznej - a wiec jest sktadnikiem okres$lonego
zdania intensjonalnego - woéwczas oznacza ono swoj pierwotny sens, tj. mysl, ktérg
wyraza, gdy wystepuje jako wyrazenie niezalezne. Dodajmy, ze Frege odrézniat
w takich przypadkach, odpowiednio, odniesienie zwykte i odniesienie oboczne.
Natomiast sensem takiego zdania jest sens stow ,,mysl, ze ...”, ktory stanowi je-
dynie czes¢ mysli odpowiadajgcej catemu zdaniu ztozonemu.
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4. Przejdzmy teraz do sformutowania interesujacej nas antynomii. Kluczowym
pojeciem jest tu pojecie sadu. Sad rozumiany jest jako obiekt, ktory wyrazamy,
dokonujac stwierdzenia, tj. wypowiadajgc zdanie. Istnieje on niezaleznie od tego,
czy sajakie$ istoty mogace go ujaé, oraz niezaleznie od tego, czy jest jezyk zdol-
ny go wyrazi¢. Sad moze by¢ prawdziwy badz fatszywy, przy czym pozostaje praw-
dziwy (fatszywy) bez wzgledu na to, czy jest kto$, kto potrafi jego prawdziwos¢
(fatszywos$€) uzasadni¢ - jest prawdziwy, jesli stan rzeczy, ktory wyznacza, jest
faktem. Skoro sady sg obiektywnie istniejgcymi przedmiotami, to moga by¢ ele-
mentami jakich$ klas. Ale sady mogg tez by¢ o klasach, w szczegélnosci o kla-
sach sadow. Ponadto, dla kazdej klasy sadow istnieje sad stwierdzajacy, ze wszyst-
kie tworzace jg sady sg prawdziwe. O takich sadach mowimy, ze ,,stwierdzajg lo-
giczny produkt” klas, ktérych dotycza. Niektdre z nich sg samoodnosne w tym
sensie, ze same nalezg do klasy, ktérej logiczny produkt stwierdzajg, np. sad stwier-
dzajacy, ze wszystkie sady w klasie wszystkich saddw sg prawdziwe. Rozwazmy
teraz klase w ztozong z tych wszystkich sgdow, ktére stwierdzajg logiczny produkt
jakiejs klasy, ale nie sa samoodnosne. Poniewaz wjest klasg sadow, to istnieje sad,
powiedzmy r, stwierdzajacy logiczny produkt klasy w. Sprzeczno$¢ uzyskujemy, gdy
prébujemy odpowiedzie¢ na pytanie: czy r nalezy do w, czy tez nie nalezy?

Konstrukcja formalna tej antynomii wyglada nastepujaco. Definiujemy:

DI w={p:3m[(p=Va{ge m-» q)) a -i(pe m]}3
D.2. r=Vqg(gew —»Q).

Jezeli crjest formutg ztozong, to wyrazenie ,p =a’’rozumiemy: p jest sadem,
ze ,ar”. Tak wiec w jest klasg sagdow takich, ze istnieje klasa m, dla ktérej p jest
sadem stwierdzajgcym, iz wszystkie sady g nalezgce do m sg prawdziwe, ale samo p
nie jest elementem m. Z kolei /-jest sgdem stwierdzajgcym, ze wszystkie sady na-
lezagce do klasy w sg prawdziwe.

Do wyprowadzenia sprzecznosci potrzebne sg jeszcze, oprécz powyzszych
dwdéch definicji, nastepujace dwie zasady. Wypada dodac¢, ze sam Russell nigdzie
wyraznie ich nie sformutowal. Zasada pierwsza stanowi, ze identyczne sady zto-
zone majg identyczne argumenty (np. identyczne sady warunkowe majg identycz-
ne poprzedniki i identyczne nastepniki). Symbolicznie:

Z1Vp,qrsl(pea)=(r»s)-»(p=ra(@=9)]

gdzie e« jest dwuargumentowym spéjnikiem prawdziwosciowym. Wedle zasady dru-
giej, jezeli sad ogdlny gtoszacy, ze wszystko spetnia formute a(x), jest identycz-
ny z sadem ogélnym gtoszacym, ze wszystko spetnia formute p(x), to dla dowol-
nego przedmiotuy sad, ze a(y) jest identyczny z sadem, ze J3(y). Symbolicznie:

3Zapis ten rozumiemy w nastepujacy sposob: p ew =3m[(p =Vq(gq e m —Qq)) a —>e m)].
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Z.2. [Vxa{x) =Vx PCJ] -» Vy [a(y) = $»].
Przypusémy, ze:
1) rew,
tzn. sad r jest elementem klasy w. Zatozenie to razem z D.l prowadzi do:
(2) sm[(r=Vq(gem-> q)) a-i(rem].
(2) gwarantuje wiec istnienie pewnej klasy m, takiej ze
(3) (r=Vg(gem -» <?)a -i(re m).
Opuszczajac w (3) koniunkcje, otrzymujemy:

4) r=Vg(ge m-» 4),
(5) -.(r6m)

Z (4) i D.2 stosujgc zasade wymienialnosci ,,rownego przez réwne”, dostajemy:
(6) Va(@ew q)=Vq(qem->q).

Z.2 daje:

(1) I<Te —)=Vg(gem->9)]->Verferew aq)=(qemq)].
Stosujac do (6) i (7) regute odrywania, otrzymujemy:

(8) Ver[(?ew-+q) =(gem-> 9)].

Opuszczajac w (8) kwantyfikator i wstawiajac r za g, dostajemy:

9 (rew rn=(rem->r).

Z kolei Z. 1daje:

(10) (rew->/)=(rem->r) [(lee W)= (rem)a i*=r].

Stosujac do (9) i (10) regute odrywania, dostajemy najpierw:

(1) (rew)~ (rem)ar-r,

a nastepnie - po opuszczeniu koniunkcji:

(12) (rew) =(re m).

Z (5), (12) stosujagc zasade wymienialnosci ,,rownego przez réwne”, dostajemy:

(13) -.(rew).
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Tak wiec zatozenie (1) prowadzi do swego zaprzeczenia (13). Przypusémy teraz,
ze:
(14) -i(re ).

Zatozenie to wraz z D. 1daje:

(15) -i3m[(r=Va(gem -» Q)) a -i(r e m)].

(15) jest rownowazne z:

(16) Vm[(r=Vg(q e m —q)) —>(r e m)].

Po opuszczeniu w (16) kwantyfikatora i wstawieniu w za m dostajemy:
(17) (r=\Vq(g e w—9) —(r e md.

Z tego przez D. 2 i regute odrywania otrzymujemy:

(18) rew.

Rowniez zatozenie (14) prowadzi wiec do swego zaprzeczenia (18).

Dodajmy, ze antynomie tg mozna rozpatrywac¢ w wersji dotyczacej wasnosci
(a nie klas); staje sie ona wéwczas problemem teorii whasnosci. Definicjom D. 1
i D. 2 nadajemy wowczas postac:

D. 1. VI>{W(p) h 3F \{p = Va{F{q) -> q)) a -nF(p)]},
D.2. r=Va{W{q)"*>q).

Pozostata cze$¢ rozumowania przebiega analogicznie do rozumowania powyz-
szego. W efekcie otrzymujemy sprzecznos¢: zarazem W(r) i —W(r).

5. Russell The Principles koriczy nastepujacag uwaga:

Reasumujac: wydaje sie, ze ta szczeg6lna sprzecznos¢ przedstawiona w rozdziale X [cho-
dzi tu o antynomie klas niezwrotnych - Z.T.] moze by¢ rozwigzana przez [prostg- Z.T.]
teorie typéw, ale istnieje jeszcze co najmniej jedna sprzeczno$¢ scisle analogiczna do
niej, ktorej prawdopodobnie nie da sie rozwigzaé za pomoca owej teorii. Ogot przed-
miotow logicznych lub sagdéw zawiera w sobie, jak sie wydaje, podstawowg trudnos$¢
logiczng. Jak mogtoby wyglada¢ ostateczne rozwigzanie tej trudnosci, dotad nie zdota-
tem odkry¢; lecz poniewaz dotyczy ona samych podstaw rozumowania, rozwazenie jej
goraco polecam uwadze wszystkich logikow.

Dziedzine przedmiotdw opisywanych przez prostg teorie typow dzieli sie na
nieskonczenie wiele klas (zbiorow) niepustych i wzajemnie roztgcznych zwanych
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typami {logicznymi)4 Indywidua, tj. przedmioty niebedace zbiorami, tworzg typ
najnizszy, zwany zerowym. Zbiory indywidudw stanowiag przedmioty typu pierw-
szego, zbiory zbioréw indywidudw stanowig przedmioty typu drugiego itd., zgodnie
z zasada, ze elementami zbioréw typu (n + 1)-ego sg przedmioty typu w-tego. Po-
dziat relacji na typy nie rézni sie istotnie od podziatu zbiorow niebedacych rela-
cjami, jest jednak bardziej skomplikowany i dlatego nie bedziemy go tu rozwa-
zach Ontologicznej hierarchii typéw przedmiotéw odpowiada syntaktyczna hie-
rarchia typow wyrazen odnoszacych sie do tych przedmiotdw. W tym celu dla kaz-
dego typu przedmiotéw uzywa sie odrebnego rodzaju nazw i zmiennych.

Jezeli (p(x") jest funkcja zdaniowa, w ktérej zmienna x jest typu n, to wyraze-
nie {xn\ cp(x")} jest nazwa (zbioru przedmiotdw spetniajacych funkcje cp(x") typu
n+ 1 W jezyku teorii typow nie wystepujag w zasadzie terminy state poza statymi
logicznymi. Gdyby sie jednak chciato ten system uzupetni¢ statymi, np. € i =, na-
lezatoby zaopatrywac je w indeksy typu (zwykle jednak indeksy przy statych opusz-
cza sig, jesli nie ma grozby nieporozumien). Warunek sensownosci (syntaktycz-
nej) formut zawierajgcych statg e brzmi nastepujgco: formuta zdaniowa utwo-
rzona z symbolu e (e"H) i dwoch jego argumentéw zbudowana jest zgodnie
z teorig typow, jesli po lewej stronie wystepuje zmienna lub stata typu n, a po
prawej zmienna lub stata typu n + 1; w przeciwnym przypadku zbudowana jest
ona niezgodnie z teorig typow (czyli jest niegramatyczna). Innymi stowy, symbo-
lu e (ent]) wolno uzywac tylko dla oznaczenia przynaleznosci przedmiotu typu n
do zbioru typu n+ 1 Z kolei warunek sensownosci (syntaktycznej) formut zawie-
rajagcych statg = ma posta¢: formuta zdaniowa utworzona z symbolu = (= *) i dwoch
jego argumentéw zbudowana jest zgodnie z teorig typow, jesli po lewej i prawej
stronie wystepuje zmienna lub stata tego samego typu n. Innymi stowy, symbolu
= (=") wolno uzywac tylko dla stwierdzenia rownosci przedmiotéw tego samego
typu.

Przypomnijmy, ze zrodtem antynomii klas niezwrotnych byta funkcja ksztat-
tu —Kx e x), uzyta do zdefiniowania tzw. zbioru Russella {x: -i(x e x)}. Aby stata
sie ona wyrazeniem teorii typow, trzeba zmienng x zaopatrzy¢ w indeksy typow.
Jezeli zmienng x zaopatrzymy po obu stronach znaku e w ten sam indeks n, to
otrzymane wyrazenie —{(X" e X") bedzie niepoprawnie zbudowane z uwagi na nie-
zgodnosci typikalne. Wyrazeniem poprawnym na gruncie teorii typow jest formuta
postaci: -i(x" ex"+), lecz nie moze ono by¢ uzyte do zdefiniowania zbioru Rus-

4Nalezy zaznaczy¢, ze Russell badat raczej funkcje zdaniowe niz zbiory (klasy). Stad (nieco
mylnie) teoria owa nazwana zostata teorig braku klas (ang. no classes theory). Poniewaz kazdy
zbiér ma posta¢ {*: <p(x)}, mozna go utozsami¢ z funkcjg zdaniowa (p(x) i dalej zamiast o zbio-
rach mowi¢ tylko o funkcjach zdaniowych definiujagcych owe zbiory. Dodajmy jeszcze, ze na grun-
cie teorii typoéw nie odréznia sie relacji nalezenia elementu do zbioru i relacji spetniania funkcji
zdaniowej przez przedmiot.

5Doktadne omdwienie hierarchii typdw mozna znalez¢é np. w Mostowski 1948.
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sella, gdyz wystepujgca w nim zmienna x"t jest wolna. W efekcie wyrazenie
{X": —(x" e r ¥} nie jest termem statym. Latwo ponadto zauwazyé¢, ze podziat na
typy wystarcza do usuniecia wszystkich antynomii, w sformutowaniu ktérych wy-
stepuja e-cykle.

Wedtug prostej teorii typow wszystkie sady naleza do jednego typu, miano-
wicie indywidudw. Niech m bedzie nazwg dowolnego, lecz ustalonego zbioru sg-
déw. Woweczas zbior, do ktérego odnosi sie {p: p =Vqg(qe m —Qq)) a —<{pe /«)]},
jest typu pierwszego. O kazdym sadzie mozemy sensownie zapytac, czy nalezy
on do tego zbioru. Zarowno odpowiedz pozytywna, jak i negatywna na to pytanie
jest wyrazeniem zbudowanym zgodnie z prosta teorig typow. W szczegdélnosci
0 kazdym sadzie mozemy sensownie zapyta¢, czy nalezy on do klasy w (=
[p: 3m[(p =Vq(g e m—q)) a - i(p £ m)]}). Dotyczy to tez sagdu stwierdzajacego
logiczny produkt klasy w, tzn. sadu ksztattu \fq(q £ w —Q), gdyz tak jak inne sady
jest on indywiduum, czyli typu zerowego. A to znaczy, ze prosta teoria typow nie
radzi sobie z przedstawiong w poprzednim paragrafie antynomia.

6. Russell przedstawiajgc swojg antynomie, postuzyt sie symbolikg pochodzaca
od Giuseppe Peano (1858-1932). Za powstanie antynomii Frege obwinit uzyta
przez Russella symbolike (w monografii Begriffsschrift, eine der aritmetischen
nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens opublikowanej w roku 1879
przedstawit wtasng symbolike, w ktorej czes¢ logiczna zostata catkowicie oddzie-
lona od matematycznej; jednak zaden logik ani matematyk, poza, rzecz jasna, Fre-
gem, nie zdecydowat sie owej symboliki uzy¢ z uwagi na jej monstrualny wy-
glad)-

Wedtug Fregego napis ,,p = q”” wyraza, ze znaki wystepujace po obu stronach
symbolu identycznosci majg to samo odniesienie (denotacje), a nie, ze maja ten
sam sens (dla stwierdzenia tozsamosci sensu Frege uzywat znaku réwnowaznos-
ci). Tymczasem w definicji D.l cze$¢ ,.p = V(d £ m —()”” wydaje sie dotyczy¢
tozsamosci mysli/sensdw, nie za$ tozsamosci znaczen (tj. wartosci logicznych).
A zatem wyrazenie \/q(q e m —» Q) nalezy rozumie¢ raczej w ten sposdb, ze ozna-
cza ono okre$long mysl, gdy za zmienng m podstawi sie nazwe jakiego$ konkret-
nego zbioru, a nie w ten sposéb, ze wyraza ono te mysl. Ale wtedy, argumentuje
Frege, mozliwymi warto$ciami zmiennej m wystepujgcej w tym wyrazeniu nie
moga byc¢ zbiory (klasy) sadow, lecz ich okreslone ,,aspekty”, te mianowicie, kto-
re poszczeg6lne mysli ,naswietlaja”. Z drugiej strony, cze$¢ -i(p e m) definicji
D.l dotyczy przynaleznosci poszczegolnego sadu do jakiego$ zbioru sadéw, re-
prezentowanego przez zmienng m. A zatem zmienna m wystepujaca w —{p £ m)
powinna by¢ rozumiana w ten sposob, ze wartosciami jej sg poszczegdlne zbiory
sadow, nie zas$ ich ,,aspekty”. Skoro zmienna m w obu swych wystapieniach ma
rézne zakresy wartosci, zbiory sagddw i ich aspekty, nieuprawnione jest zwigzanie
jej przez jeden wspolny kwantyfikator, jak to ma miejsce w formule
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3m[(p = Va(q e m —g)) a —ip e m)]. Zarazem przeprowadzona przez Russella in-
ferencja wymaga, by w obu wystgpieniach zmienna m dotyczyta tych samych
przedmiotéw. Ostatecznie Frege konkluduje, ze przedstawiong antynomie powo-
duje wadliwy symbolizm uzyty przez Russella do wyprowadzenia sprzecznosci.
Unikng¢ antynomii mozna przez jego zmiane. Sprzeczno$¢ daje sie wyprowadzié
tylko w systemie, w ktérym odrzuca sie rozrdznienie sensu i denotacji, czyli -
innymi stowy - identyfikuje sie wtasnos$¢ posiadania sensu i wiasnos¢ posiadania
odniesienia przedmiotowego.

Czy jednak odpowiedz Fregego jest zadowalajaca? Ot6z Frege odnosi sie kry-
tycznie tylko do aspektu formalnego antynomii, milczy natomiast na temat jej
aspektu treSciowego, w szczegdlnosci pogwatcenia twierdzenia Cantora: ponie-
waz kazdemu zbiorowi sgdow/mysli mozemy przyporzadkowa¢ w sposob wza-
jemnie jednoznaczny pewien sad/mysl, stwierdzajacy jego logiczny produkt, wy-
daje sie, ze zbiér wszystkich sagdéw/mysli ijego zbiér potegowy majg tyle samo
elementow. Antynomia ta stawia pod znakiem zapytania ontologie senséw Fregego.

Nalezy wspomnie¢, ze antynomia Russella-Myhilla nie zagrazata systemowi
logicznemu Fregego z uwagi na jego catkowicie ekstensjonalny charakter.

7. Antynomia Russella-Myhilla opiera sie na nastepujacych zatozeniach (po-
zalogicznych):

(i) Sady wyrazane przez zdania sg elementami intensjonalnymi jezyka (podob-
nie jak mysli Fregego).

(if) Z dowolnym zbiorem sgddw mozna skorelowaé pewien sad w taki sposob, ze
oba zbiory, tj. zbior wszystkich sadéw ijego zbior potegowy, sg rownoliczne.

(iii) Dla dowolnego sadu p i dowolnej klasy sagdéw m pytanie ,,Czy p e w?” jest
sensowne (syntaktycznie).

W celu zapobiezenia antynomii kazde z tych zatozeh mozna zakwestionowac.

Ad. (i). Wspétczesnie rzadko zaktada sie jaka$ rozbudowana ontologie sen-
sow w rozwazaniach nad jezykiem. Russell w p6zniejszym okresie wielokrotnie
podkreslal, ze wyrazenia uzywane do odnoszenia sie do przedmiotéw nie posia-
dajg zadnej innej, dodatkowej wiasnosci semantycznej - wyrazania sensu. Ponadto
przyjmuje sie, ze logika powinna unika¢ przypisywania swym wyrazeniom zbed-
nych zatozen ontologicznych. W przypadku dwdch teorii logicznie réwnie dobrych
pod innymi wzgledami, lepsza jest ta, ktora zaktada istnienie bardziej zwyczaj-
nych rodzajow przedmiotow.

Z najbardziej bezkompromisowg krytyka sadow wystgpit W.V.0. Quine.

Wyglada na to, ze doktryna sagdéw jest poniekad bezowocna, nawet jezeli sobie wyobra-
zimy, ze istnieje rozwigzanie idywidualizacji sgdéw. Rozwigzanie to bowiem polegato-
by na odpowiedniej definicji rownowaznosci zdan; wiec dlaczego nie mowic¢ witasnie
0 zdaniach i rownowaznosci, odrzucajac sady? Krotko mowiac, sady zostaty wymyslo-
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ne jako cienie zdan, jesli wolno mi tu zastosowa¢ metafore Wittgensteina. W najlep-
szym wypadku nie dadzg nam one nic wiecej niz same zdania. Nadzieja na co$ wiecej
wynika tylko z tego, ze bezkrytycznie zaktadamy ich indywidualizacje, do ktorej nie pa-
suje zadna mozliwa do zdefiniowania rownowazno$¢ miedzy zdaniami. Cienie okazaty
sie upodobnione do poboznych zyczeh (Quine 1977, s. 20).

Do antynomii Russella-Myhilla podobne jest nastepujace rozumowanie, w ktd-
rym nie wystepuje pojecie sadu. Niech S bedzie ogotem zdan jakiego$ jezyka, tj.
S = {x X jest zdaniem}. Powiemy, ze zdanie p jest o zdaniu q (w skrécie: A("p\
iy*)), jezeli p jest zdaniem ksztattu Vxa(x) oraz a(q). Na przyktad, zdanie

(1) Kazde zdanie jezyka polskiego zawiera czasownik
jest o zdaniu

(2) Sokrates tanczy.

Latwo tez zauwazy¢, ze (1) jest jednoczes$nie o sobie samym, gdyz jest ono zda-
niem jezyka polskiego i wystepuje w nim czasownik ,,zawiera”. Szczegdlnym przy-
padkiem zdania o sobie samym jest nastepujgce zdanie:

Wszystkie zdania wydrukowane wewnatrz niniejszej ramki sg ogolne.

Dla dowolnego a ¢ S rozwazmy teraz zdanie ksztaltu Vx[xe aa —A(x,x)];
skracamy je, piszac pa Glosi ono, ze zadne zdanie z a, dla dowolnego acz S,
nie jest o sobie samym. Rzecz jasna, pae S. Mozna tez pokaza¢, ze pai a. Przy-
pusémy, ze jest inaczej, czylipae a. Wtedy albo A(papa), albo —A(pa p), tj. albo
pajest o sobie samym, albo nie jest. Jezeli A(papJ, to wobec tego, ze
pa=rVx[xe aa —A(x, X)]\ otrzymujemy najpierw: pae aa —A(papad), a nastep-
nie: —A{pupa. Z drugiej strony, jezeli -iA(pap), a takze pa&a (na mocy
zatozenia), to pae aa —A(papad. Poniewaz pa= rVx[x e aa —A(x,x)]" oraz
paea a —A[a pa), wiec A(pa pj. Przez reductio ad absurdum mamy negacje za-
Yozenia, czyli warunek, zepai a. Sprzeczno$¢ uzyskamy, biorgc w miejsce a zbior
S: zarazem pse S ipsi S (ps gtosi, ze zadne zdanie ze zbioru (w jezyku) S nie
jest o sobie samym).

Ad. (ii). Konstrukcja antynomii Russella-Myhilla opiera sie na twierdzeniu
gloszacym, ze (1) z kazdym zbiorem sgdéw mozna skorelowaé pewien sad oraz
(2) owa korelacja ma posta¢ funkcji réznowartosciowej. Inaczej méwigc, pomie-
dzy zbiorem sgdéw a jego zbiorem potegowym zachodzi bijekcja. Uzasadnia sie
je, pokazujac, ze kazdemu zbiorowi sadéw mozna przyporzadkowac sad stwier-
dzajacy jego produkt logiczny. Odrzucenie (1) nie wchodzi w gre, o ile sady i ich
zbiory chcemy rozumiec jako przedmioty istniejace obiektywnie, tzn. niezaleznie
od tego, czy jest ktos mogacy je ujaé, oraz od tego, czy jest jezyk zdolny je wyra-
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zi¢. Jezeli dla dowolnego stanu rzeczy istnieje odpowiadajacy mu sad, to odpo-
wiedni sad bedzie tez istniat dla kazdego zbioru sagdéw. Pozostaje wiec odrzuce-
nie (2) (tzn. twierdzenia, ze réznym zbiorom sgdéw mozna przyporzadkowac rézne
sady): dla pewnych zbioréw m in- min sa rozne, lecz sady stwierdzajgce ich
logiczny produkt sg takie same. Zasadniczy problem wigze sie ze znalezieniem
odpowiednio stabego warunku identycznosci dla sadow. Wedtug cytowanego wy-
zej Quine’a zadanie sformutowania zadowalajgcego warunku identycznosci dla
sqdéw napotyka na liczne, nieprzezwyciezalne przeszkody.

Pewng interesujacg propozycje rozumienia sagdéw (ktérej jednak nie bedzie-
my tu szczeg6towo omawiac) przedstawili Jon Barwise i John Etchemendy (1987).
Sady uznaje sie za okreslone obiekty teoriomnogosciowe (zbiory), co pozwala ujaé
ich strukture w postaci odpowiednich graféw. Dwa sady (zbiory) sg identyczne,
jesli obrazuje je ten sam graf (mimo ze jeden i ten sam sagd moze by¢ obrazowa-
ny przez rézne - nawet nieizomorficzne - grafy pod warunkiem, ze ich odpowied-
nie wezly koricowe pokrywajg sie).

Ad. (iii). Wspomniatem wczes$niej, ze stratyfikacja przedmiotéw tylko na typy
i zwigzane z nig ograniczenia dotyczace sensownos$ci wyrazen okazujg sie nie-
wystarczajgce w przypadku interesujacej nas antynomii. W powstaniu sprzecznos-
ci wazng role odgrywa pogwatcenie tzw. zasady btednego kota, ktérg po raz pierw-
szy sformutowat Henri Poincare (1854-1912): jezeli definicja jakiego$ obiektu
wymaga kwantyfikacji, to obiekt ten nie moze by¢ elementem zakresu zmiennej
kwantyfikowanej. Stata sie ona zrodtem bardziej rozbudowanego niz w prostej
teorii typéw podziatu przedmiotéw i odnoszgcych sie do nich wyrazen. Ot6z
w kazdym z typow nalezy wyrdzni¢ funkcje zawierajace kwantyfikatory wigzace
zmienne. W ten sposéb otrzymuje sie rozmaitos¢ rzedow funkcji zdaniowych
i definiowanych przez nie zbhioréw. Dla funkcji typu pierwszego zasada przypisy-
wania im rzedow jest nastepujaca:

- jest ona rzedu pierwszego, jesli w og6lne nie zawiera kwantyfikatora lub
zawiera kwantyfikatory wigzace wytgcznie zmienne indywiduowe;

- jest ona rzedu drugiego, jesli zawiera co najmniej jeden kwantyfikator
wigzacy zmienng reprezentujacg zbior rzedu pierwszego (zmienna rzedu pierw-
szego) i nie zawiera zadnego kwantyfikatora wigzgcego zmienng wyzszego
rzedu;

- jest ona rzedu k, jesli zawiera co najmniej jeden kwantyfikator wigzacy
zmienngrzedu k - 1 i nie zawiera zadnego kwantyfikatora wigzacego zmienng rze-
duj >k

Podobnie dla funkcji zdaniowych (i zbiordw) wyzszych typéw. Poniewaz
wszystkie zbiory lub funkcje sg Scisle okreslonego typu i rzedu, wykluczona jest
mozliwo$¢ mowienia w tej teorii o0 zbiorach lub funkcjach jakiegokolwiek typu
i jakiegokolwiek rzedu. Mozemy co$ twierdzi¢ jedynie o wszystkich zbiorach lub
funkcjach typu nirzedu k.
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Hierarchii rzedéw funkcji zdaniowych odpowiada hierarchia rzedow saddow.
Dany sad jest rzedu pierwszego, jesli nie zawiera zadnego kwantyfikatora wig-
zacego jakakolwiek zmienng propozycjonalng (ang. proposition - sad). Ogélnie,
dany sad jest rzedu k + 1, jesli zawiera kwantyfikator wigzacy zmienng rzedu k
i nie zawiera zadnego kwantyfikatora wigzacego zmienng rzeduj >k. W efek-
cie nie mozna mowi¢ w tej teorii o sadach jakiegokolwiek rzedu. Mozna jedynie
co$ twierdzi¢ o wszystkich sgdach danego rzedu. Dla ilustracji rozwazmy stwier-
dzenie Epimenidesa: ,,Kazde moje stwierdzenie jest fatszywe”. Na gruncie roz-
gatezionej teorii typéw jego (czesciowa) formalizacja wyglada nastepujaco (K -
1,2, 3,...5:

(*) V Ip [Stwierdza (Epimenides, lp) -» Fatszywe (*p)].

Stwierdzenie (*) jest rzedu k + \ i nie nalezy do zakresu zmiennej lp. A za-
tem stwierdzenie Epimenidesa nie moze dotyczy¢ samego siebie, lecz tylko do-
wolnego stwierdzenia rzedu nizszego. Nie jest wiec ono juz antynomialne (stwier-
dzenie Epimenidesa jest antynomialne przy zatozeniu, Ze jest ono jego jedynym
stwierdzeniem).

Rozwazmy obecnie sad r (= k/q(q e w —>q)). Poniewaz wystepuje w nim
kwantyfikator wigzacy zmienng propozycjonalna g, rzad jego jest o jeden wyzszy
niz rzad owej zmiennej. A to znaczy, ze r nie nalezy do zakresu zmiennej g.
W efekcie zapis rew (—re w)) jest niepoprawny. Ostatecznie antynomia usu-
nieta zostata przez zacie$nienie pojecia sensownosci: zbiér obiektéw dowolnego
typu nie stanowi zadnej catosci i zadne znaczace zdanie (sad) nie moze byc¢
0 wszystkich obiektach w danym typie.

Rozwigzaniu Russella mozna zarzucié¢, ze zostato ,spreparowane” ad hoc.
Skomplikowany podziat przedmiotéw na typy i rzedy prowadzi do wielu niepo-
zadanych konsekwencji utrudniajacych budowe teorii matematycznych6. Zwrdcono
tez uwage, ze po to, aby objasni¢ rozroznienie miedzy rzedami czy zasade bted-
nego kota, trzeba uzy¢ funkcji (zdan) bez zadnych ograniczen co do rzedu. Ot6z
Russell nie moze wyjasni¢ swej teorii bez mowienia o wszystkich zdaniach (funk-
cjach zdaniowych, sadach): kazde zdanie (sad) jest okreslonego typu i rzedu. Za-
ktadamy, ze zbiér S = {x xjest zdaniem) wszystkich zdan istnieje. Dla dowolne-
go ae S takiego, ze ajest definiowalny, symbolem saoznaczmy zdanie dotycza-
ce wszystkich zdan nalezacych do a, np. zdanie powstajace z funkcji: wszystkie
elementy zbioru a sg okreslonego typu i rzedu. Zdanie sajest rzedu wyzszego niz
jakiekolwiek zdanie ze zbioru a, a wiec nie nalezy ono do a (sa€ a). Z drugiej
strony, jest ono zdaniem, a wiec jest elementem zbioru S (sae S). Sprzecznos$c,
ktorg uzyskamy, gdy za a wstawimy S, mozna nazwa¢ antynomig teorii typow.

6 W szczeg6lnosci nie mozna postuzy¢ sie metodg przekatnej w celu udowodnienia twier-
dzenia Cantora.
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Czy wiec jezyk, w ktorym mowi sie co$ o wszystkich typach i rzedach, jest nie-
mozliwy (bezsensowny)?7 Jan Wolenski zaproponowat, aby owg antynomie po-
traktowac jako argument na rzecz tezy o nieuniknionych ograniczeniach formali-
zacji:
aby cokolwiek [tj. jakikolwiek jezyk] mogto byé sformalizowane, co$ innego [tj. pe-
wien jezyk] musi pozostaé niesformalizowane (Wolenski 1993, s. 32).

Wypowiedz ta sugeruje, ze wszelkie wypowiedzi jezykowe - o ile majgjakis$
sens - sg w pewien sposob ,,zakorzenione” w jezyku potocznym. Peter F. Straw-
son pisze na ten temat tak:

przyswajanie sobie pojeé teoretycznych dyscyplin szczegétowych zaktada wczesniejsze
opanowanie preteoretycznych poje¢ codziennej praktyki [jezykowej] i opiera sie na niej
(Strawson 1994, s. 30).
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A Forgotten RusselRs Antinomy

In 1902 Bertrand Russell discovered an antinomy while analysing the proof
of the uncountability of real numbers based on the diagonal process developed
by Georg Cantor. The first three subsections of the article present the historical
context of RusselRs work and his initial assumptions. The author focuses on Can-
tor’s antinomy of the class of all classes and on semantic views of Gottlob Frege.
The fourth subsection offers a reconstruction of Russell-Myhill antinomy. The re-
maining three subsections discuss some possible ways of its elimination.



