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Jarostaw Mrozek

Dwa oblicza matematyki,
czyli co sprawia, ze matematyka jest nauka

Teze o istnieniu dwoch réznych rodzajoéw postrzegania matematyki w dobit-
ny sposdb wyartykutowat George Polya, ktory napisal w przedmowie do jednej
ze swoich ksigzek:

Oficjalna matematyka prezentowana w wykorczonej postaci wydaje sie czysto demon-
stratywna, sktadajaca sie wytacznie z dowodéw. Jednak tworzenie matematyki przypo-
mina dowolng inng dziedzine twdrczosci ludzkiej. Musisz odgadnaé¢ twierdzenie mate-
matyczne, zanim go dowiedziesz; musisz mie¢ idee dowodu, zanim dowiedziesz dane-
go twierdzenia w szczegdtach. Musisz taczy¢ obserwacje i stosowaé analogie; musisz
prébowac i prébowac od nowal

Rzeczywiscie matematyka prezentowana w podrecznikach np. w monumen-
talnym dziele Bourbakiego Elementy matematyki - traktatu bedgcego przegladem
cate] matematyki do potowy XX wieku - ma cechy ideologii w tym sensie, ze
zaciera $lady drogi, ktora doprowadzita do sformutowania danej teorii czy nawet
konkretnego twierdzenia. Matematyka wyktadow, monografii, artykutéw, podrecz-
nikdw jest Scista, uporzadkowana, abstrakcyjna, czasami formalna. Jest podzielo-
na na definicje, twierdzenia i dowody (zaopatrzone lub nie w komentarz). Kazdy
problem jest albo rozwigzany, albo jest uznany za kwestie otwartg. Na poczatku
wyktadu okreslany jest jezyk teorii, wymieniane sg pojecia oraz twierdzenia pier-
wotne, a nastepnie wprowadza sie definicje, reguty inferencji oraz formuluje twier-
dzenia wraz z dowodami. Standardowy wykiad oczyszcza matematyke z kontro-
wersji, préb, pomija najmniejszy $lad zmagan z problemem u tworcy czy odbior-
cy. Ten styl jest oficjalnym stylem matematyki. Oficjalny styl jest prezentacjg ma-
tematyki w skoriczonej formie - wyktaddw, artykutow, czasopism.

1 G. Polya, Mathematics and Plausible Reasoning, Princeton, Princeton University Press,
1954.
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Jednak relacje matematykow z krwi i kosci dotyczace ich rzeczywistej pracy
odbiegajg istotnie od obrazu nakres$lonego powyzej. Przyktadowo Andrew Wiles,
ktory siedem lat swojego zycia po$wiecit na udowodnienie Wielkiego twierdzenia
Fermata tak charakteryzuje swojga prace:

Moje wiasne doswiadczenia z uprawianiem matematyki mozna chyba najlepiej oddac,
poréwnujac je do zwiedzania ciemnego gmaszyska. Wchodze do pierwszego pokoju;
jest ciemno, zupetnie ciemno. Drepcze w kétko i wpadam na meble, dowiadujac sie stop-
niowo, gdzie sg ustawione. Po jakich$ szeéciu miesigcach znajduje wytacznik i naci-
skam go. Swiatlo zalewa nagle wszystko i wreszcie moge zobaczy¢, gdzie jestem.
A potem wchodze do nastepnego ciemnego pokoju...2

Stowa Wilesa zaswiadczajg, ze praktyka uprawiania matematyki jest zupetnie
odmienna od tego, jak prezentuje sie matematyke ,,oficjalnie”. Kazdy, kto miat
do czynienia z matematyka, wie, ze jako pierwsze pojawiajg sie problemy. Mate-
matyka jest ogromng siecig wszechpowigzanych probleméw i ich rozwigzan. Ma-
tematyka w fazie tworzenia jest fragmentaryczna, nieformalna, intuicyjna, obfitu-
je w hipotezy oraz niezobowigzujace skojarzenia. Matematycy probujg wszyst-
kiego, co im przyjdzie do gltowy, poczatkowo nie dbajac o Scistos¢ czy doktad-
nos$¢. Rozpatrujg r6zne warianty, a nawet mozliwe analogie do rozwazanych pro-
bleméw. To jest ukryta przed nieprofesjonalistg strona matematyki - jej kulisy czy
»zaplecze”. Kulisy matematyki sg domeng matematyki in statu nascendi, czyli ma-
tematykow tworzacych matematyke, dyskutujgcych w gabinetach lub kawiarniach3

Kiedy ,,fragment” matematyki powieksza sie i komplikuje, mozemy go syste-
matyzowac i porzadkowac - dla wygody lub z powodow estetycznych. Sposobem
na to jest aksjomatyzacja tego dziatu matematyki. Tak wiec w realnej dziatalno-
§ci matematykdw aksjomatyka systemu pojawia sie¢ ,,na koncu”, choé w porzadku
logicznym jest pierwsza.

Procesu powstawania teorii nie znajdziemy w podrecznikach. Tam wszystko
jest pouktadane i wygtadzone. PodejScie podrecznikowe sugeruje, ze matematy-
ka jest dziedzing ahistoryczng, pozaczasowa, w pewnym sensie nieludzka. Jest
bowiem rozumiana jako dziatalno$¢ polegajaca na wyprowadzaniu konsekwencji
z aksjomatow. Natomiast relacje matematykow, ukazujgcych matematyke w trak-
cie tworzenia, przekonujg, ze musi by¢ ona rozumiana jako czes¢ ludzkiej kultu-
ry, rozwijajacej sie historycznie i zrozumiatej jedynie w tym kontekscie. Oczywi-
Scie jest zdroworozsgdkowg prawda, iz matematyka jest przejawem ludzkiej ak-

2 Cyt. za A. D. Aczel, Wielkie twierdzenie Fermata (ttum. z ang. P. Strzelecki), Warszawa
1998, s. 10.

3Por. A. Dawidowicz, Wspomnienie o Leonie Chwistku, Hugonie Steinhausie i Witodzimie-
rzu Stozku, w: ,,Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego”, seria 1l: Wiadomosci Mate-
matyczne, XXII1 2-7 (1981), s. 238, a takze w: S.M. Utam, Przygody matematyka, Warszawa
1996, s. 63-66.
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tywnosci realizowanej w spoleczenstwie i rozwijajacej sie historycznie. Problem
jednak polega na rozstrzygnieciu, czy - niezaleznie od kontekstu odkrycia - ,,wia-
Sciwa” matematyka zawiera sie w podrecznikach, czy tez zrozumienie jej istoty
wymaga spoteczno-historycznego podejscia, gdyz dopiero w takim kontekscie jest
ona obiektem rozsgdnego opisu i analizy.

Pierwszy punkt widzenia przyjmujg fundacjonistyczne filozofie matematyki.
Gloszg one, iz warte refleksji filozoficznej sg tylko te problemy, ktore zmierzajg
do ustalenia podstawy pewnosci matematyki. Ich wyréznikiem jest to, ze biorg
pod uwage w szczegolnosci teorie mnogosci i logike oraz skupiaja sie na zagad-
nieniach rozstrzygalnosci teorii, niesprzecznosci i zupetnosci systemdéw aksjoma-
tycznych. Innymi stowy mowiac - fundacjonizm wyraza sie w przekonaniu, ze
filozofia matematyki winna dotyczy¢ gtéwnie podstaw matematyki i racjonalnej
rekonstrukcji teorii matematycznych, przy czym abstrahuje sie od pogladéw ma-
tematykow i ich rzeczywistej praktyki matematyczne;j.

Do tej grupy stanowisk filozofii matematyki nalezy platonizm. Badanie lub
rozwigzywanie probleméw matematycznych, nawet na poziomie elementarnym,
generuje naiwny i niekrytyczny pétéwiadomy platonizm zwyktych matematykdw
lub studentow. Jest to postawa prawie powszechna wsrdd matematykow. Jej zré-
dfem jest rozpoznanie, ze fakty matematyczne sg niezalezne od ich zyczen. Ten
aspekt codziennego do$wiadczenia zajmowania sie matematyka w sposéb bardziej
wyrafinowany wyraza platonizm matematyczny.

Stanowisko to - postulujac istnienie idealnych bytoéw, niezaleznych lub maja-
cych pierwszenstwo przed ludzka Swiadomoscig - glosi, ze obiekty matematycz-
ne sg niezmienne, pozaczasowe i pozaprzestrzenne, czyli ze sg niematerialne.
Zgodnie z platonizmem matematyk jest podobny do odkrywcy. Nie moze czego$
wymysla¢, poniewaz wszystko juz jest. Matematyk moze tylko odkrywac. Nasza
wiedza matematyczna jest obiektywna i pewna, poniewaz jest wiedzg o obiektach
zewnetrznych w stosunku do nas, niezaleznych od nas, ktore istniejg naprawde.
Ta obiektywno$¢ matematycznych obiektow czyni nauke o nich - matematyke -
wyjatkowag w tym sensie, ze prawdy przez nig ustalane maja walor uniwersal-
nosci.

Innego typu fundacjonizmem jest formalizm. Jak na stanowisko w ramach fi-
lozofii matematyki formalizm gtosi ,,paradoksalng” teze, iz nie ma zadnych obiek-
tow matematycznych. Formalistyczne podejscie jest czesto skrdtowo prezentowane
przy pomocy sloganu: ,,Matematyka jest pozbawiong znaczen gra na symbolach”.
Matematyka skiada sie z formut, czyli poprawnie zbudowanych (zgodnie z przy-
jetymi regutami formacji) ciggdw symboli. Odpowiednie reguty transformacji mo-
wig nam, jak otrzymuje sie jedne formuty z innych. Wsrod formut wyrdzniamy
definicje, aksjomaty i twierdzenia. Ale formuty - powtérzmy - z czysto matema-
tycznego punktu widzenia nie posiadajg zadnego znaczenia i nie mozna ich kla-
syfikowaé w kategoriach prawdy badz fatszu.
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Odmienny punkt widzenia prezentujg koncepcje filozoficzne matematyki, ktore
mozna nazwa¢ humanistyczno-kulturowymi. Naleza do nich m.in. koncepcje La-
katosa4 Wildera5i Hersha6. Blizej omo6wie poglady Hersha.

Hersh rozwaza matematyke taka, jakg jg widzg profesjonalisci w trakcie pra-
cy. Matematycy na ogot badajg problemy powigzane z istniejgcymijuz w tradycji
matematycznej. Przy ich rozpatrywaniu korzystajg ze wsparcia innych matematy-
kow, ktore przejawia sie w standardach i procedurach akceptacji badz odrzucania
,Wynikéw” matematycznych. Realni matematycy popetniajg bledy, czesto nie sg
pewni swoich dowodoéw, ale dysponujg systemem ocen i recenzji pozwalajacych
je korygowac. Pojawia sie wiec motyw mozliwos$ci obalenia w praktyce uznanych
weczesniej twierdzen. Hersh wyprowadza z tego wniosek, ze w matematyce nie
dysponujemy absolutng pewnoscig?.

To fundacjonizm opisuje matematyke jako wiedze pewng i nieobalalng, ale
ten poglad nie przystaje do realnej praktyki badawczej. Aby odeprze¢ fundacjo-
nizm - sugeruje Hersh - musimy porzuci¢ teze o absolutnej pewnosci matematy-
ki i rozwing¢é humanistyczne lub spoleczno-historyczne wyjasnienia interpretuja-
ce rzeczywiste doswiadczenie matematyczne, w ktorych zawarta jest istota mate-
matyki. Humanistyczna filozofia matematyki publikowane artykuty i traktaty roz-
waza jako teksty wyidealizowane, czyli takie, jakimi logicy chcieliby, zeby byty,
a nie takimi, jakimi one rzeczywiscie sg podczas powstawania. Takie podejscie
blizsze jest realnemu zyciu matematyki niz tradycyjne fundacjonistyczne (plato-
nizm, formalizm, logicyzm) ujecia.

Idea ,,cztowieczej” natury matematyki lepiej - twierdzi Hersh - oddaje jej isto-
te. Matematyczne obiekty tworzone sg przez ludzi - nie arbitralnie - ale przez
aktywny kontakt z juz istniejgcymi obiektami matematycznymi i przy uwzgled-
nieniu potrzeb nauki i zycia codziennego. Te obiekty sg spoteczno-kulturowo-hi-
storyczng realnoscig. Matematyka reprezentuje trzeci (poza fizycznym i ducho-
wym) rodzaj realnosci - ,,wewnetrzny” ze wzgledu na spoteczefistwo w catosci,
ale ,,zewnetrzny” ze wzgledu na indywiduum8 Symbole uzywane przez matema-
tykow sg jedynie sposobem intersubiektywnego moéwienia o ideach. Natomiast
definicje i aksjomaty sg proba opisania gtéwnych wiasnosci idei matematycznych.

,»Ludzki” punkt wyjscia pozwala odmiennie interpretowac pewne kwestie do-
tyczace, na przyktad, dowodu, pewnosci czy przeciwstawienia odkrycia matema-
tycznego - konstrukcji matematycznej. Hersh zgadza sie, ze prawomocne twier-

4 1. Lakatos, A renaissance of empiricism in the philosophy of mathematics, w: 1. Lakatos,
Philosophical Papers, t. 2, Cambridge University Press, 1978, s. 24™4-2.

5R. L. Wilder, Mathematics as a Curtural System, New York, Pergamon, 1981.

6 Swojg koncepcje matematyki Hersh przedstawia w: R. Hersh, What is mathematics really?
Oxford University Press, 1997, s. 13-23.

7Por. tamze, s. 47.

8Por. tamze, s. 17.
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dzenie matematyczne musi opierac sie¢ na uzasadnieniu nazywanym ,,dowodem”.
Dowadd jest Swiadectwem, ze proponowany rezultat jest wyprowadzany (wynika)
z aksjomatow danej teorii. Ale ,,wyprowadzalno$é” oznacza dla Hersha przeko-
nywajacy argument dla wspolnoty matematykow. Jest to jawnie spoteczna defini-
cja ,,dowodu”, ktéra jednakze dobrze odpowiada praktyce matematycznej.
Hersh ma takze og6lng idee widzenia problemu wielkiej przydatnosci mate-
matyki w naukach przyrodniczych. Dlaczego takie obiekty jak idee matematycz-
ne, nasze wiasne twory, tak czesto stajg sie uzyteczne dla opisu natury? Szczego-
towa odpowiedz na to pytanie jest raczej trudna, jednak - wedtug Hersha - ogo6l-
na odpowiedz jest prosta. Matematyka jest czescig ludzkiej kultury i historii, kto-
ra ma swe korzenie w naszej naturze i naszych fizycznych i biologicznych $rodo-
wiskach. Nasze matematyczne idee w ogdlnosci dopasowane sg do naszego $wiata
Z tego samego powodu, dla ktérego nasze ptuca dopasowaty sie do atmosfery ziem-
skiej9 (Jak widzimy Hersh powtarza znang teze ewolucjonizmu poznawczego
Edwarda Lorenza).
Tradycyjny nurt filozofii - wedtug Hersha - zauwaza i bada jedynie ,,oficjal-
na strong” matematyki, a nie bierze po uwage, ze matematyka ma réwniez mniej
formalng strong, czyli swoje ,,zaplecze twdrcze”. Ostateczna, opublikowana ma-
tematyka jest uwazana za byt samoistny. Fundacjonista podobny jest do bywalca
oceniajgcego restauracje, ktdry nie wie, ze istnieje kuchnia, lub do krytyka teatral-
nego, ktory nie wie, ze istniejg kulisyld W przypadku matematyki jest podobnie.
Matematyka posiada ,jasne” eksponowane oblicze oraz zaciszne (w tym sensie,
ze nieoficjalne) ,,zaplecze” pracy. Sg one jej publicznym i prywatnym aspektem.
»Ekspozycja” jest dostepna dla wszystkich (outsideréw), ,,zaplecze” jest zastrze-
zone dla wtajemniczonych (insideréw, profesjonalistow). Ale - twierdzi Hersh -
nie jest mozliwe zrozumienie ,,0ficjalnej” matematyki w sytuacji, gdy ignoruje sie
kulisy jej powstawania.
Fundacjonizm jako podejscie do matematyki sprzyja - wedtug Hersha - two-
rzeniu sie mitow na temat matematyki. Mit nie jest zty sam w sobie. Moze nie$¢
alegoryczng czy metaforyczng moc i przez to zwiekszac site oddziatywania mate-
matyki. Jednak uleganie mitom nie stuzy zrozumieniu istoty matematyki.
Hersh wymienia cztery najbardziej ogdlne mity dotyczgce matematyki:
Mit Jednosci: Istnieje tylko jedna matematyka, niepodzielna teraz i zawsze.
Matematyka jest jedng niepodzielng catoscia.

Mit Uniwersalnos$ci: Matematyka, ktorg znamy, jest jedyng matematyka, kto-
ra moze istnieC. Jezeli istnieje gdzie$ inna od ludzkiej inteligencja, to nic¢
porozumienia moze by¢ nawigzana za posrednictwem matematyki.

9Por. tamze, s. 17.
DPoréwnanie Hersha, tamze, s. 37.
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Mit Pewnosci'. Matematyka dysponuje metoda ,,Scistego dowodu”, ktora do-
starcza absolutnie pewnych konkluzji, dostarcza prawdy.

Mit Obiektywnosci: Prawda matematyczna jest jednakowa dla wszystkich. Nie
jest wazne, kto jg bada czy rozwija. Ona jest prawdziwa niezaleznie od
tego, czy w ogole kto$ jg odkrywall

Wedtug Hersha te mity nadajg waznos$¢ i podtrzymuja instytucje matematyki
jako nauki. Jezeli matematyka bytaby prezentowana w postaci takiej, jak jest two-
rzona, niewielu wierzytoby, ze jest ona uniwersalna, jedna, obiektywna i pewna,
a ludzie chca wierzy¢ w jedno$¢, uniwersalno$¢, pewnosc i obiektywnos$¢é mate-
matyki.

Uznawanie mitéw jest standardem myslenia oficjalnego, ale mity nie sg bra-
ne dostownie czy tez rozumiane literalnie przez profesjonalistdw. Istnieje niepi-
sane kryterium oddzielajgce profesjonalistow od amatoréw, insideréw od outsi-
deréw: outsider jest pod wptywem mitdw, insider nie. Aby sta¢ sie profesjonali-
sta, nalezy uwzgledniac nie tylko ,,prezentowang oficjalnie” matematyke, ale tak-
ze ijej ,kulisy”. Uzyskujemy wtedy bardziej wyrafinowane podejscie do mitu.
Mozemy sie od niego zdystansowac lub lepiej rozumiec przyczyny uporczywego
odradzania sie mitow.

Hersh poddaje krytyce (ale z pozycji obserwacji ,,socjologiczno-matematycz-
nych”) te ,,mity”. To znaczy, ze przytacza wiele sytuacji z praktyki matematycz-
nej, ktére nie przystaja do obrazu matematyki lansowanego przez fundacjonali-
stow. Wspomina, na przykiad, o braku porozumienia miedzy matematykami re-
prezentujgcymi matematyke ,,czystg” a tymi reprezentujgcymi matematyke stoso-
wana. Przytacza tez konkretne przyklady dowodoéw, ktdre sg dzietem ,,zbiorowym”
i ktérych w catosci nikt nie moze skontrolowac - kwestionujac przez to pewnosc
matematyki.

Lecz doskonale rozumiejgc intencje Hersha, nie moge podzieli¢ jego suge-
stii, iz ,,prawdziwa” matematyka to matematyka tworzaca si¢, to matematyka in
statu nascendi. Tak naprawde nie mozna obali¢ mitu matematyki przez jednost-
kowe przyktady niezgodnosci z ,,praktyka” matematyczng. Mitowi mozna prze-
ciwstawic jedynie inny mit. Dlatego tez krytyka Hersha jest chybiona. Nie dotyka
istoty rzeczy. Dopdki nie pojawig sie inne ,,mity” - mit matematyki: jednej, uni-
wersalnej, pewnej i obiektywnej nadal obowigzuje. W koricu sam Wiles po sied-
miu latach pracy ,,na zapleczu” matematyki zaprezentowat swéj dowod w postaci
200-stronicowej ksigzki, ktdrg przedstawit na konferencji naukowej w postaci ty-
powo fundacjonistycznej, jako uporzadkowany i spéjny cigg wywodoéw. Gdy po-
jawit sie pewien problem w ,,oryginalnym” dowodzie Wilesa, znéw wycofat sie
on ,,na zaplecze” i po pewnym czasie uzupetnit dowdd. Ostateczny wynik prze-

1 Por. tamze, s. 37-38.
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stat do profesjonalnego czasopisma ,,Annals of Mathematics”, gdzie zostat on pod-
dany recenzji innych matematykdw.

Dla odpowiedzi na pytanie, czy matematyka jest nauka, filozoficzne kwestie,
tak samo jak problemy matematyczne, zastugujg na uwazng analize. Mimo iz ma-
tematyka jest odmienna od tzw. nauk realnych, o naukowosci matematyki Swiad-
czy to, ze posiada swdj przedmiot, uniwersalng metode uzasadniania swoich tez,
jaka jest dowdd (we wszystkich jego postaciach); to, ze tezy, ktére ,,wygtasza”,
nie zalezg od indywidualnych upodoban i wreszcie, ze - choc jej twierdzenia
w planie indywidualnym nie sg bezwzglednie pewne - obiektywno$¢ i pewnosc
jej tez jest pod kontrolg spoteczno$ci matematykow.

Two Faces of Mathematics, and Is It a Science?

With reference to certain ideas of Reuben Hersh (a creative mathematician),
the paper attempts to present and confront two approaches conceming the essen-
ce of mathematics. On the one hand mathematics is presented as an inflexible
stronghold of truth in which what is established is considered finat. On the other
hand, however, mathematics, as R. Hersh ponts - does not differ from other forms
of scientific research; it is burdened with uncertainty and it can be modified.

Appreciating the importance of Hersh’s social-mathematical observations, the
author indicates that mathematics simply has two different facets. In one mathe-
matics is a process of achieving the truth; in the other, it is a generally accepted
way of presenting this truth.



