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Pewne problemy epistemologiczne
zwigzane z matematyka

Na wstepie' chce zwrdcié uwage na historycznie Scisty zwiazek szeregu
problemow epistemologicznych i matematyki. Matematyka nie tylko uwazana
byta za paradygmatyczny przypadek wiedzy pewnej, niezmiennej i niepodwazal-
nej, ale takze w rozwazaniach epistemologicznych wielka role odgrywaly i od-
grywaja nadal analizy przyktadow zaczerpnigtych z matematyki. Z dawniejszych
filozofow wystarczy wymieni¢ Platona i Arystotelesa, a z nowszych Kartezjusza,
Leibniza, Newtona, Kanta, Bolzano, Fregego, Husserla czy Ingardena.

Czy obecnie sytuacja ulegla zmianie? Czy dzisiaj matematyka moze przydac
si¢ na cos$ epistemologii?

Spor o rolg czynnikéw socjologicznych, kulturowych i innych uwarunko-
wanych historycznie w poznaniu ma swdj odpowiednik w powstaniu wielu tzw.
antropologizmoéw w filozofii matematyki®. Te nowe kierunki w filozofii matema-
tyki uwzgledniajg role podmiotu uprawiajacego matematyk¢ w tworzeniu wie-
dzy stricte matematycznej. Rozumienie w matematyce jest oparte na mozliwosci
pomyslenia pewnego sensu w doktadnie taki sam sposob przez rézne podmioty
poznajace. Wydaje si¢ to mozliwe i odbywa niejako automatycznie w przypad-
ku porozumiewania si¢ matematykow zyjacych w tej samej epoce historyczne;j.
Tymczasem ,ten sam sens” okazuje si¢ nie tyle wytworem pojedynczego aktu,
lub nawet zespotu aktow $wiadomosci, lecz jest efektem rozumienia w ramach
szerszej struktury: w ,horyzoncie hermeneutycznym™. W ramach tej szerszej

' Artykut powstat na podstawie wystapienia na konferencji Epistemologia wspdlczesnie
(Lublin, UMCS, 7-8 listopada 2005).

% Por. Murawski 1986. Matematyka intensjonalna (por. Shapiro 1985) bada sformalizowane
systemy matematyczne, np. arytmetyki liczb naturalnych czy teorii zbioréw, wzbogacone o pew-
ne ,,predykaty epistemiczne” (uwzgledniajace faktyczne zdolnosci podmiotu uprawiajacego ma-
tematyke) takie jak operatory modalne (,,x wie, ze....”, ,p jest dowodliwe” etc.). W wyniku tego
mozna ustali¢, czy tego rodzaju wzbogacenie srodkéw wyrazu teorii matematycznych niesie do-
datkowg tre§¢ matematyczng lub jakie wnosi innowacje w stosunku do klasycznych systemow
matematycznych. Termin ,,antropologizm™ pochodzi od logika Wanga 1963 (rozdziat II).

> Na konieczno$¢ przyjecia takiej szerszej struktury: modelu intuicyjnego, schematéw po-
jeciowych itp., wskazuje wielu matematykéw; por. np. bezogene Existenz (Bernays 1950), con-
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struktury na rozumienie w matematyce maja wplyw ukryte zalozenia, ,nieak-
towe” przekonania, przed-zatozenia. To dzieki nim co$ jest dla nas oczywiste.
»Czyste” poczucie oczywistosci kazdorazowo opiera si¢ na aktywnych przed-za-
tozeniach, ktére podlegaja racjonalnej rekonstrukcji.

Aby zrozumie¢ tekst, np. Elementéw Euklidesa, nalezy dokonaé rekonstruk-
cji horyzontu hermeneutycznego. Jak pokazatem w ksiazce Platon i podstawy
matematyki wspdlczesnej. Pojecie liczby u Platona (Krol 2005), czytelnik Ele-
mentéow w naszych czasach duze partie tekstu interpretuje i rozumie w innym
modelu intuicyjnym (inne wyobrazenia, intuicje, oczywistosci efc.) niz Teajtet
z Aten (twérca X i XIII ksiggi). ,, Ten sam sens” otrzymujemy nie wprost, nagle,
bezposrednio dzigki trwaniu tzw. mitu Euklidesowego (przekonanie o niezmien-
nosci wiedzy matematycznej, przynajmniej w odniesieniu do geometrii euklide-
sowej), lecz w wyniku zmudnej rekonstrukcji, gdzie w punkcie wyjscia nie na-
rzucamy swoich wyobrazen. jakby byly wieczne i niezmienne.

Rekonstrukcja horyzontu hermeneutycznego wydaje sie mieé jaki$ sens
w stosunku do matematyki w stadium przedformalnym, czyli np. wzgledem ma-
tematyki starozytnej. A jak jest wspdtczesnie?

Nalezy podkresli¢ zmiang sposobu postrzegania matematyki przez filozofow
i naukowcow. Zmiana ta zostala ugruntowana przez postpozytywistyczng i ana-
lityczna tradycje filozoficzng’, w mys$l ktorej matematyka jest jedynie (lub w za-
sadniczej mierze redukuje si¢ do) niezinterpretowang ,,gra jezykowa” — rodza-
jem czysto formalnego rachunku, dokonywanego wedtug sci§le podanych regut
transformacji jednych symboli, napiséw w inne. Ugruntowaniu takiego obrazu
sprzyja odrdznienie ,,bazy zewngtrznej i wewnetrznej” nauki, ,kontekstu odkry-
cia”, ,kontekstu uzasadniania” itp.’. Dodatkowo, tak pojeta matematyka ,,czysta”
jest jedynie rodzajem jezyka nauk przyrodniczych: tworem niesamodzielnym,
pozbawionym wiasnego odniesienia semantycznego. Niektorzy fizycy, a nawet
ich wigkszo$¢, nabrali takiego przekonania, gdyz do niedawna, aby uprawiac fizy-
ke, nie byla konieczna znajomos¢ teorii modeli, badajace] semantyke matematyki.

Jednakze brak uwzgledniania wiasnej, $ci§le matematycznej teoriomode-
lowej niejednoznacznosci, jaka obarczony jest sformalizowany opis obiektow
matematycznych uzywanych przez fizyke, np. liczb naturalnych, rzeczywistych,
zbiordw, jest odpowiedzialny za caly szereg trudno$ci w poznaniu rzeczywisto-
$ci fizycznej. Na przykiad proby pogodzenia opisu grawitacji w ogdlnej teorii

ceptual schemes, intuitive model (Mc Naughton 1954, Mc Naughton 1957). Por. tez Myhill 1952,
Lorenzen 1953, Lorenzen 1957, Lorenzen 1975, Hersch 1991 i np. Kreisel 1969. Po odkryciu
teorii kategorii i toposéw matematycy mowia takze o ,,lokalnej matematyce”, przeciwstawiajac
ja dawniejszym globalnym tendencjom (takim jak — nierealizowalny — postulat jednego uniwer-
salnego jezyka dla calej matematyki); zob. np. prace F. W. Lawvera czy J. L. Bella (Bell 1986).

* Lakatos 1976: 2 stwierdza, ze ,»formalismc is a bulwark of logical positivist philosophy”.
Szersze oméwienie zob. Krél 2005a.

* Por. np. Carnap 1983.
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wzglednosci z mechanika kwantowa s zwigzane z ,,uwzglednieniem” teorii
modeli w fizyce (por. Krdl 2005a). Istnieje wtedy takze mozliwos¢ wyjasnienia
pewnych kwantowo-mechanicznych paradokséw (np. EPR).

Niektorzy sadza, ze matematyka jako nauka powstata dopiero w polowie
XIX wieku®, wraz z pojawieniem si¢ $cistej formalizacji. Wczesniej byla zbio-
rem zawodnych, subiektywnych czynno$ci. Antynomie i spory o poprawno$é
pewnych metod dowodowych doprowadzity do zastgpienia intuicji, wyobrazni
i poczucia oczywisto$ci przez formalny rachunek. Wydaje si¢, ze Kartezjanska
,jasnos¢ i wyraznos¢” zostaly wyparte przez konwencje i mechaniczne oblicze-
nia. Czy na pewno?

OdpowiedzZ na to pytanie natychmiast okazuje si¢ zwiazana z szeregiem kla-
sycznych probleméw epistemologicznych takich jak zwigzek jezyka i poznania,
z problemem poznania bezposredniego (spor o zrodla i przedmiot poznania; ide-
alizm, realizm/antyrealizm), problemem czynnosci poznawczych niedyskursyw-
nych, sporem pomigdzy aprioryzmem i aposterioryzmem efc.

Nakreslony powyzej obraz matematyki, widzianej oczami postneopozyty-
wistycznego formalisty, jest nieprawdziwy z czysto matematycznych powoddw.
Okazuje si¢ bowiem, ze nie jest mozliwe utozsamienie matematyki z formali-
zmem i nie jest mozliwa redukcja wszystkich czynnosci poznawczych w ma-
tematyce do mechanicznych procedur formalnych, a wigc do pewnych faktoéw
jezykowych. Scista formalizacja zaktada $cisle formalne zadanie jezyka sforma-
lizowanego. Pojecie ,,sformalizowanego jezyka matematycznego™ jest pojgciem
intensjonalnym, tzn. wigzemy z tym pojeciem nieokreslone formalnie (tj. nie-
wynikajace z formalnych regut) domniemania, wyobrazenia, znaczenia i przeko-
nania. W rzeczywistosci jezyk sformalizowany jest pewnym obiektem matema-
tycznym, ktéry mozemy opisywaé w jezyku algebry abstrakcyjnej, teorii zbio-
row, teorii kategorii efc. Na przyklad, z algebraicznego punktu widzenia jezyk
moze byé uwazany za pélgrup¢ wolna o skonczonej lub nieskonczonej liczbie
generatorow. W teorii kategorii uzyskujemy analogiczny opis jezykéw sforma-
lizowanych np. w teorii monoidéw lub w teorii toposéw’. Podobnie, pojeciom
intensjonalnym: interpretacji jezyka, zbioru well-formed formulas (WFF), zbioru
terméw, zbioru wyrazen atomicznych, odpowiadaja okreslone algebry abstrak-
cyjne®. To, co dla nas jest ,,prawda w sensie Tarskiego”, okazuje si¢ intensjonal-
nym dodatkiem do homomorfizmu jednej struktury algebraicznej w druga. Same
sformalizowane teorie matematyczne sa takze pewnymi algebrami abstrakcyjny-

¢ Taka opini¢ wyglasza B. Russell (por. Russell 1901), ustalajac datg ,,powstania” matema-
tyki na rok 1854 (rok wydania pracy G. Boola Laws of Thought). Szersza dyskusj¢ tego stanowi-
ska por. Lakatos 1976: 1-5.

7 Por. np. Fourman 1977. Okazuje sig, ze wiele teorii matematycznych, odpowiadajace im
jezyki i modele sa toposami. Tak jest np. w przypadku teorii zbioréw Zermelo-Fraenkela. W spra-
wie monoidow, kategorialnych opiséw algebr wolnych i jezykéw por. np. Mac Lane 1971.

¥ Por. np. Rasiowa, Sikorski 1963, zwlaszcza rozdziat VL.
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mi. Teoria prawdy Tarskiego jest ztozona z ,algebraicznego szkieletu” i ,,otoczki
intensjonalnej”, gdyz, Scisle rzecz biorac, fakt traktowania jakiego§ homomorfi-
zmu jako opisujacego prawdziwos¢ (=pewien homomorfizm) ,,j¢zyka” (=pewnej
algebry) w ,,modelu” (=pewna inna algebra) jest faktem pozaformalnym, ponie-
waz jest pewnym — pochodzacym od nas (ij. od podmiotu uprawiajgcego mate-
matyke) — dodatkiem, interpretacja. To my nadajemy dodatkowe, intensjonalne,
znaczenie wymienionym strukturom algebraicznym. Matematyk pracuje zawsze
w pewnej ,,intensjonalnej otoczce”, chociaz zmierza uparcie do wykrycia eksten-
sjonalnego ,,szkieletu” (istoty).

Oprocz tego, cheac zadaé scisle formalnie jezyk, natychmiast musimy potrak-
towa¢ znaki, symbole i wyrazenia tego jezyka jako obiekty zanurzone w pewnym
metasrodowisku, Cheae zadad jezyk, musimy takze dysponowaé¢ mocnymi srodka-
mi w metajezyku. Dokfadne badanie jezyka jako tzw. string theory’ pokazuje, ze to,
€O uwazamy za niewinne matematycznie podanie alfabetu i banalnych regut konka-
tenacji, jest czesto réwnowazne podaniu arytmetyki drugiego rzedu lub nieznacznie
slabszej od arytmetyki R.M. Robinson wersji arytmetyki'’. Oznacza to, ze na meta-
poziomie musimy juz wczesniej dysponowac tym, co chcemy $cisle zdefiniowaé.

Metajezyk jest tez najczesciej silniejszy niz definiowany jezyk. Matematy-
cy pokazali, badajac tzw. arytmetyzacje sktadni, do jakiego momentu metaje-
zyk arytmetyki liczb naturalnych moze by¢ utozsamiony z jezykiem, w ktorym
formutujemy arytmetyke (czyli by¢ jezykiem o tej samej mocy wyrazania). Je-
$li chcemy moéwi¢ o semantycznych wiasnosciach jezyka arytmetyki (Pea-
no), np. o prawdziwosci jakiej$ formuly, to metasrodowisko musi posiadaé juz
»Z gory” bogatsza struktur¢ matematyczna niz ta, ktora wlasnie probujemy zdefi-
niowad. Jest to rzeczywiscie ,,bledne koto™"', ktére mozna przerwad, postugujac
si¢ niesformalizowanym, czyli intuicyjnym, metasrodowiskiem.

Niezmiernie interesujaca i domagajacq si¢ wyjasnienia — rowniez episte-
mologicznego — sprawg jest mozliwos¢ niepodejmowania scistej formalizacji
i zastapienia jej uzyciem intuicyjnego, nieformalnego Srodowiska dla uprawia-
nia (pozornie) $cisle formalnej matematyki. Co wiecej, nie istnieje zadna ksiazka
z matematyki, ktdra bylaby napisana zgodnie z pogladem formalistéw na ma-
tematyke, a zaniechanie $cistej formalizacji nie tylko prowadzi do poprawnych
rezultatow, ale ponadto jest bardziej efektywne matematycznie'?.

Zbadatem, na czym polega mozliwos¢ uzycia niesformalizowanego meta-
$rodowiska. Mozliwos¢ ta opiera si¢ na dwoch filarach: na platonizmie matema-
tycznym i obecnosci ,,intensjonalnej otoczki”. Obecnos¢ tych filardéw, przejawia-

* Por. np. Corcoran, Frank, Maloney 1974.

1° Por. Grzegorczyk 2005,

' Tak o tym pisze np. A. Grzegorczyk 1981: 121.

12 W klasycznej monografii Chang, Keislera 1973 autorzy podaja (nieformalnie) zawartosé
intuicyjnego metasrodowiska dopiero w dodatku do ksiazki. Przyktadem dazenia do maksymal-
nej formalizacji sa np. niektdre prace G. Takeutiego dotyczace teorii zbioréw.
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jaca sie w kazdym akcie uprawiania matematyki, wskazuje na fakt jej uprawiania
w swoistego rodzaju horyzoncie hermeneutycznym. Horyzont hermeneutycz-
ny zawiera dodatkowo tzw. ukryte zalozenia (lub raczej: ukryte, nieSwiadome
i aktywnie ,,zywione” przekonania) dookreslajace akty tworzenia matematyki®.
W teorii prawdy Tarskiego takim ukrytym zalozeniem jest przekonanie o moz-
liwosci skonstruowania klasycznego metajezyka dla jezyka dowolnego rzedu.
Tymczasem, dla pewnych catkowicie klasycznych struktur (gtadkich rozmaitosci
rézniczkowych), zalozenie to prowadzi do sprzecznosci i nalezy rozwaza¢ meta-
$rodowisko intuicjonistyczne, tzn. np. bez prawa wylaczonego srodka'.

Prawdziwym wyzwaniem dla epistemologii jest wyjasnienie nie tylko istoty
rozumowan intuicyjnych, gdyz, wobec powyzszego, obecnosci takich rozumowar
— nawet rozumianych tylko jako niesformalizowanych aktualnie — nie da si¢ za-
przeczyé, ale takze faktu, ze matematyka historycznie mogla by¢ tworzona jako
niesformalizowana i odwotujaca sie do intuicji, oczywistosci oraz wyobrazni.

Co jest dane i w jaki spos6b matematykowi, ze jest mozliwe stworzenie
np. teorii zbiordw przez R. Cantora lub napisanie Elementow? Dzigki czemu
uczen szkoly podstawowej moze wymieni¢ wiele wlasnosci két, kwadratow,
trojkatow (np. ,,$rednica dzieli koto na potowy”) i poda¢ wiele wnioskowan bez
uprzedniej znajomosci jakiej$ sformalizowanej teorii matematycznej, np. geome-
trii elementarnej Tarskiego? Jak jest mozliwe ustalanie przez najwybitniejszych
matematykow, czym jest wieloscian i kreowanie roznych teorii matematycznych
opisujacych wielosciany, skoro nie mamy zadowalajacej definicji wieloscia-
nu? Mamy tu do czynienia z analiza poje¢ intuicyjnych'’. Analiza taka jest hi-
storycznym i rzeczowym faktem, a wspoiczesna formalizacja opiera si¢ na niej
i nie jest w stanie jej zastapi¢. Co innego bylo oczywiste dla matematyka staro-
zytnego, a co innego jest takim wspolczesnie. Jedyna mozliwoscia obiektywne;j
rekonstrukcji tego, co bylo oczywiste np. w starozytnosci, jest analiza matema-
tyki starozytnej tak, jak jest nam dostgpna w Zrédtach historycznych. Analiza
horyzontu hermeneutycznego dla matematyki starozytnej pozwala na dokladny
opis ukrytych zatozen obecnych w starozytnych teoriach matematycznych. Kaz-
de takie ukryte zatozenie §wiadczy o tym, ze subiektywne , poczucie oczywisto-
$ci” opiera si¢ na mozliwych do racjonalnej eksplikacji zasadach. Dopiero re-
konstrukcja horyzontu hermeneutycznego umozliwia racjonalne opisanie réznic
pomiedzy matematyka starozytna'® a wspdlczesna i jest w stanie uzasadnié obec-

1 Przyktadem takich przekonan jest np. nieswiadome uzywanie w niesformalizowanych
rozumowaniach aksjomatu wyboru przez matematykow, ktorzy sami otwarcie zwalczali ten ak-
sjomat (Lebesgue, Borel). Warto podkresli¢, ze Zermelo sformutowat aksjomat wyboru explicite
wiasnie w celu wyraZznego podania ukrytych zalozen, aktywnych w niesformalizowanych dowo-
dach Cantora twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu zbiorow.

1 Por. Krél 2007 (w druku).

15 Por. Krél 2006.

16 Por. Krél 2005, Krdl 2006a (w druku), Krél 2007a (w druku) itp.
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nos$¢ historycznie przygodnych sktadowych wiedzy matematycznej. Odejscie
od modelu kumulatywnego rozwoju matematyki i nieprzydatnos¢ teorii rozwoju
wiedzy naukowej, wypracowanych dla potrzeb nauk przyrodniczych, do opisu
rozwoju wiedzy matematycznej'’, dodatkowo wskazuje na autonomiczno$é za-
gadnien teoriopoznawczych zwigzanych z matematyka,

Rekonstrukeja horyzontu hermeneutycznego w réznych epokach historycznych
dostarcza racjonalnych, $cistych przykladéw zmiennosci historycznej pojeé mate-
matycznych. Matematyka do swojego opisu domaga si¢ metod hermeneutycznych,
ktore jednak sa czesto specyficzne i rézne od metod stosowanych w humanistyce's.
Matematyka dostarcza epistemologii modelowych ,,sytuacji epistemologicznych”,
podlegajacych Scistej analizie. Do takich modelowych sytuacji naleza rozwazania
dotyczace np. roli jezyka w poznaniu (problem hermeneutyki tekstu matematycz-
nego'®) lub tez analizujace zagadnienie: czy myslenie i swiadomo$é redukujg sie
do pewnych regut algorytmicznych i mechanicznych procedur.

Wspdtezesne dyskusje w epistemologii i dzisiejsze postacie epistemologii
okreslaja m.in. spor pomigdzy aprioryzmem a historyczno-socjologicznym natu-
ralizmem odnosnie do zrédet wiedzy i poznania. Matematyka, tak jak jest nam
dana, pokazuje, ze jest mozliwy i konieczny kompromis pomig¢dzy skrajnymi
podejsciami epistemologicznymi. Mozliwe jest zachowanie klasycznej kon-
cepcji epistemologii jako nauki autonomicznej, ale jednak czgsciowo opartej
i uwzgledniajacej analizy konkretnych operacji poznawczych, w tym operacji
poznawczych ujawniajacych si¢ w naukach szczegdélowych. Matematyka czesto
sama jest swoja wiasng epistemologia w tym sensie, ze analizy matematyczne
nie sg neutralne ani epistemologicznie, ani ontologicznie. Pewne stanowiska epi-
stemologiczne sg falsyfikowane przez sytuacje zbadane scisle w matematyce.

Bibliografia

Bell, John L. 1986. From Absolute to Local Mathematics. ,,Synthese” 69: 409-426

Bernays, Paul. 1950. Mathematische Existenz und Widerspruchsfreiheit. W: Etu-
des de philosophie des sciences en hommage a F. Gonseth a ’occasion de son
60éme anniversaire, Editions du Griffon 1950: 11-25

' Literatura dotyczaca schematdw rozwoju wiedzy matematycznej nie jest tak obszerna jak
literatura dotyczaca zmiany teorii empirycznych. Istnieja trudnosci w opisie rozwoju matematyki
przy pomocy teorii powstatych dla opisu rozwoju nauk przyrodniczych.

' Por. Z. Kr6l Intuicja a prawda w matematyce (maszynopis) oraz Krél 2006b (w druku).

1% Por. Krél 2006b, rozdziat ,,Problem hermeneutyki tekstu matematycznego”. Teoria mo-
deli pokazuje, ze wigkszos¢ §cifle sformalizowanych zapiséw istotnych teorii matematycznych
(np. arytmetyki liczb naturalnych) nie wyznacza jednoznacznie swojej dziedziny odniesienia
(tj. modelu). Oznacza to, ze tzw. model zamierzony (lub standardowy) jest najczgsciej tworem
pozaformalnym. Sformalizowany ,.tekst” matematyczny domaga si¢ matematycznej interpretacji,
~pomocy z zewnatrz”, czyli wyjscia poza aktualna, formalna ,.gre jezykowa”.



Pewne problemy epistemologiczne zwiazane z matematyka 201

Carnap, Rudolf. 1983. The Logicist Foundations of Mathematics. W: Philosophy
of Mathematics. Selected Readings, Benacerraf, Paul Putnam, Hilary eds. Re-
print wyd. II z 1983, Cambridge University Press 1987: 41-52

Chang, Chen Chung., Keisler, Jerome H. 1973. Model Theory. North-Holland
Publishing Company

Corcoran, John, Frank, William, Maloney, Michael. 1974, String Theory. ,,Journal of
Symbolic Logic” 39 (4): 625-637

Fourman, Michael P. 1977. The Logic of Topoi. W: Handbook of Mathematical Logic.
Barwise, John ed. Amsterdam, New York, Oxford. North-Holland Publishing Com-
pany: 1053-1090

Grzegorczyk, Andrzej. 2005. Undecidalibility without Arithmatization. ,,Studia
Logica” 79: 163-230

Grzegorczyk, Andrzej. 1981. Zarys logiki matematycznej. Warszawa. PWN

Hersch, Reuben. 1991. Mathematics Has a Front and Back. ,,Synthese” 88: 127-133

Kreisel, Georg. 1969. Informal Rigour and Completeness Proofs. W: Philosophy of Mat-
hematics. Hintikka, Jakko ed. London. Oxford University Press: 78-94

Krol, Jerzy. 2007. Weak Main Hypo, Strong Main Hypo and the Theory — Metatheory
Link (w druku)

Kroél, Zbigniew. 2005. Platon i podstawy matematyki wspotczesnej. Pojecie liczby u Pla-
tona. Ziotoria k. Torunia. Wydawnictwo Rolewski

Krol, Zbigniew. 2005a. Platonizm w matematyce a platonizm w naukach matematyczno-
-przyrodniczych. ,Zagadnienia Naukoznawstwa” 1 (163): 3746

Krol, Zbigniew. 2006. Intuicia matematyczna i hermeneutyka: analiza intuicyjnego po-
Jjeciawielo$cianu. ,,Zagadnienia Naukoznawstwa” 2: (w druku)

Krél, Zbigniew. 2006a. Geometria starozytna i filozofia Platona. ,Kwartalnik Historii
Nauki i Techniki”, 2-3: (w druku)

Krol, Zbigniew. 2006b. Platonizm matematyczny i hermeneutyka. Warszawa. Wy-
dawnictwo IFiS PAN (w druku)

Krol, Zbigniew. 2007a. Wstep do starozytnych teorii proporcji. ,,Kwartalnik Hi-
storii Nauki i Techniki” 1: (w druku)

Lakatos, Imre. 1976. Proofs and Refutations. The Logic of Mathematical Disco-
very. Worrall, J. Zachar, E. eds. Cambridge, London, New York, Melbourne.
Cambridge University Press

Lorenzen, Konrad. 1953. Die ontologische und die operative Auffassung der Lo-
gik. ,Logique”: 12-18

Lorenzen, Konrad. 1975. Ist Mathematik eine Sprache? ,,Synthese” 10: 181-186

Lorenzen, Konrad. 1975. Das menschlische Fundament der Mathematik. W: Neue
Anthropologie. Gadamer, Hans-Georg, Vogler, Peter. Stuttgard: 252-263

Mac Lane, Saunders. 1971 Cathegories for the Working Mathematician, New
York, Heidelberg, Berlin. Springer-Verlag



202 Zbigniew Krol

- Mc Naughton, Robert. 1954. Axiomatic Systems, Conceptual Schemes, and the
Consistency of Mathematical Theories. “Philosophy of Science” 21: 44-53

Mc Naughton, Robert. 1957. Conceptual Schemes in Set Theory. ,,Philosophical
Review” 66: 66-80

Murawski, Roman. 1986. ,,Humanizacja” matematyki, czyli o nowych prqdach
w filozofti matematyki. ,,Studia Filozoficzne” 8: 67-79

Myhill, John. 1952. Some Philosophical Implications of Mathematical Logic.
»Review of Metaphysics” 2: 165-198

Rasiowa, Helena, Sikorski, Roman. 1963. The Mathematics of Metamathematics.
Warszawa. PWN

Russell, Bertrand. 1901. Recent Work in the Philosophy of Mathematics, ,,The
International Monthly” 3: 83101

Shapiro, Steward. 1985. Intensional Mathematics. Ed. Amsterdam, New York,
Oxford. North-Holland

Wang, Hao. 1963. 4 Survey of Mathematical Logic. Amsterdam 1963. North-Hol-
land

Some Epistemological Problems Concerning Mathematics

The article points out some mathematical facts relates to epistemology and
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