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Rozprawy

Zbigniew Krol

Apologia matematyki pitagorejskiej

- Jakaz to jest niewiedza, o ktdrej mowisz?

- Drogi Kleiniaszu, ja sam dowiedzialem si¢ bardzo pézno o tej obarczajgcej nas przypadiosci
i ogromnie bylem zdumiony. Wydalo mi sig, ze rzecz taka nie licuje z godnoscig czlowieka, lecz
dla jakichs, no swin, powiedzmy, nadaje si¢ raczej.

[-.-]

~ Jakiez to zagadnienia?

— Dotyczgce ujmowania natury ‘wymiernosci’ i ‘niewymiernosci’. I konieczne jest mysie€ o tych
sprawach i z nimi si¢ zapozna¢, bo inaczej czlowiek zupelnie nikczemng si¢ stanie istotg. To
wigc sq te zagadnienia, kidre trzeba sobie stawia¢ wzajemnie i ambitnie wspdizawodniczyc ze
sobg w ich rozwiqzywaniu. Poswigcajgc swdj czas wolny tym tak godnym zajeciom przepedzimy
go przyjemniej, niz grajgc w warcaby, ulubiong gre starych ludzi.

[Platon, Prawa, ks. VII 819d, 820c, przet. M. Maykowska}]

Stowa kluczowe: pitagoreizm, niewspclmiemos¢, filozofia matematyki,
historia matematyki, historia filozofii

Historia filozofii starozytnej nie jest filologia literatury starozytnej. Badania filo-
logiczne, bez ktorych nie mozna moéwi€ o historii filozofii, wymagajg bowiem
hermeneutycznego poglebienia. Jest to konieczny warunek uprawiania historii
filozofii, ktdra jest dyscypling filozoficzng, a nie jedynie historyczno-filologiczna.
Historyk filozofii musi wyj$¢ poza rekonstrukcj¢ tekstu, jego edycje, translacje
i poréwnanie z innymi. Przez Zzmudna rekonstrukcj¢ winien dotrze¢ do jego sensu:
trzeba odtworzy¢ ten sens, ustalajac dawne sposoby jego rozumienia. Slowem,
bez hermeneutyki filozoficznej, Swiadomej swojej metody, jest to niewykonalne
zadanie.

Sprawy te s3 — mam nadziej¢ — oczywiste dla historykéw filozofii, cho¢ stosun-
kowo rzadko w Polsce traktuje si¢ je rzeczywiScie powaznie i kompetentnie. Sta-
rozytni filozofowie mieli duza ,,jasno$¢ w glowie”, wyraznie dyskutowali z innymi
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filozofami, wyraZnie si¢ réznili, nie zgadzali si¢ z innymi, a nawet byli gotowi
oddaé zycie w obronie prawdy, ktéra glosili. Ich poglady byly intelektualnie
wyraziste. Dlatego nie mozna zadowalaé si¢ ,,interpretacjami”, ktore sprawiaja
wrazenie, jakby zachowane , fragmenty” byly produkowane losowo przez nie do
konca rozumne istoty, wieszczace w poetyckim natchnieniu wieloznaczne ,,stro-
fy”. A takie wrazenie powstaje, gdyz zachowaly si¢ jedynie oderwane fragmenty
zaginionych dziet.

Na szczgscie, nawet ten material pozwala na ujrzenie zwartego sensu, kryjacego
sig¢ w pozornie oderwanych wypowiedziach. Chcialbym to pokazaé na przykladzie
niektérych wypowiedzi pitagorejczykéw. Moim celem nie jest szczegbtowa egze-
geza poszczegdlnych fragmentow, lecz dostarczenie zwartej logicznie podstawy,
ktéra — w oczywisty dla mnie sposdb — powinna wspiera¢ taka egzegezg.

Metoda, ktéra doprowadza do ponizszej interpretacji, oparta jest na nie-
wybiorczym traktowaniu Zrédel pitagorejskich. Na przykiad, Archytas nie jest
jedynie autorem kilku zachowanych fragmentow, lecz matematykiem, ktérego
matematyczna tworczo$¢ przetrwala w wielu miejscach Elementow, komentarzy
do Euklidesa, u Boecjusza itp. Te zachowane i wydane, np. u Dielsa, fragmenty
dotycza matematycznych teorii, ktore da si¢ zrekonstruowaé z innych Zrédet.
To, co wiemy, przerasta wielokrotnie — nawet objgto$ciowo — wszystkie zacho-
wane ,fragmenty”. Podobnie jest z innymi teoriami matematycznymi wczesnych
pitagorejczykow.

Oczywiscie, czytelnik tych stow moze posadzi¢ mnie o skrajng niekompetencje
i ,wywazanie otwartych drzwi”: przeciez tak, tj. uwzgledniajac matematyke, bada
si¢ pitagoreizm od wiekéw. To prawda, ale mnie chodzi o calkowicie §wiadoma
taka rekonstrukcje horyzontu hermeneutycznego dla matematyki starozytnej, ktéra
z rzeczowych powodow uniemozliwia postugiwanie si¢ wspotczesnymi teoriami
matematycznymi, notacjg wspdiczesna, wspotczesnymi intuicjami matematyczny-
mi. Tego nikt jeszcze nie dokonat w calej rozciagtosci i jest to niezwykle trudne.
Jednak konsekwencje braku wspomnianej rekonstrukcji horyzontu s porazajace
dla zrozumienia rzeczywistych probleméw matematycznych, przed jakimi stat
filozof i matematyk starozytny.

Na przyktad, niewinne postuzenie si¢ symbolem zmiennej (,,0znaczmy sobie
bok kwadratu przez a”) czy uzycie pojgcia pierwiastka danej liczby do ,wyjas-
niania” teorii wielkoSci niewspétmiernych juz znieksztalcajg sens starozytnych
wypowiedzi matematycznych. Jesli autor ~ skadinad waznej ksigzki - pisze:
»dowdd niewymierno$ci V2 pojawia siec w Analitykach pierwszych Arystotelesa”,!
to nie jest to — w najmniejszym nawet stopniu ~ prawda. Dalej ten sam autor

1 J. Widomski, Ontologia liczby, Krakow 1996, s. 34, przypis 49. Wybratem jeden przyklad, ale
zjawisko jest powszechne. Sprawy, o ktérych piszg, nie przekreslajg ogromnej wartosci naukowej
zar6éwno tej, jak i innych prac - i nie jest to jedynie kurtuazja z mojej strony. Jednakze tylko dzicki
dyskusji i wymianie wyraZnych mysli mozliwy jest post¢p w badaniach.
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pisze: ,,Przgjmujemy istnienie utamka a/b, gdzie a i b sa liczbami catkowitymi,
ktérego kwadrat bylby réwny 2”. A tymczasem Grecy wyeliminowali ze swojej
nauki o liczbach utamki (byly to raczej wielkosci geometryczne lub ,czgsci” liczb
naturalnych), nie znali pojg¢cia potggowania liczb, nie znali liczb catkowitych
ujemnych (ich pojgcie liczby nie jest tez naszym pojeciem liczby naturalnej),
a 0 og6lnej operacji pierwiastkowania liczb nie wiedzieli nic. Zamiast utamkéw
mieli liczbowe stosunki i teorie proporcji. Od czasu odkrycia niewymiernosci nie
byli w stanie wyobrazi¢ sobie, ze np. kazdy bok kwadratu jest liczba, czyli, ze
ma jakgs diugos¢, co dla nas jest zupelnie oczywiste. Ich geometria nie zawie-
rala pojecia nieskoficzonej przestrzeni, ptaszczyzny, prostej, odcinka o dowolne;j
dlugoéci; nie potrafili zupelnie swobodnie i w sposdb ciggly zmienia¢ ,,dtugosci”
odcinka; punkty w geometrii — niemetryczne;j i ,,nieeuklidesowe;j”(sic!) — nie byly
czgSciami continuum, lecz powstawaly jako pewne ,,miejsca”, tj. jako efekt okre-
§lonych konstrukcji matematycznych. Dlatego nie mozna byto wybra¢ dowolnego
punktu z odcinka, zeby ten podzieli¢ zupeinie dowolnie na dwa mniejsze: punkt
musial by¢ skonstruowany, a linia dzielona w okreslonej proporcji, zdefiniowanej
w konkretnej teorii proporcii.

Powody powstania najistotniejszych partii Elementow, np. ksiag X i XIII,
pozostawaly zakryte migdzy innymi wskutek nieuprawnionego uzycia matematyki
wspdlczesnej do analizy matematyki starozytne;.

Jedynie kto§ zupelnie nie§wiadom tego, o co tu chodzi, moze wzruszy¢ ramio-
nami i dalej bada¢ teksty, jakby nie mialo miejsca nic istotnego. Ale mozna
dokona¢ rekonstrukcji horyzontu hermeneutycznego takze i dla matematyki
wspoélczesnej, ze Scislg analiza rdznic pomi¢dzy matematyka dawng a dzisiejsza,
ktora pozwala dostrzec nowe problemy matematyczne o wielkim znaczeniu.

Rekonstrukcja horyzontu hermeneutycznego dla matematyki starozytnej umoz-
liwia, w niektorych wypadkach, odtworzenie tresci zaginionych dziet matematycz-
nych. Pokazatem to na przykladzie zaginionego traktatu Apolloniusza z Pergi
o wielko$ciach niewspdtmiernych. To dzielo, z ktérego zachowat si¢ tylko tytut
i kilka og6lnych uwag komentatoréw, mozna odtworzy¢ wraz z rekonstrukcja
poszczeg6lnych definicji, lematdéw, twierdzei i konstrukcji razem z ich ukfadem
i metodami dowodowymiZ.

W dalszej czgSci zamierzam pokazac kilka konsekwencji dla rozumienia nauki
pitagorejczykOw i jej historycznych przemian wynikajacych z nowego obrazu
matematyki starozytnej, jaki wylania sig z rekonstrukcji jej horyzontu hermeneu-
tycznego. Chcg skupié si¢ na istocie tych przemian. Uzasadnienia historyczno-
-filologiczne zostaly opublikowane gdzie indzie;.

2 Przedstawilem to w pracy: Z. Krdl, Geometria starozytna i filozofia Platona na podstawie
»~Komentarza Pappusa do X ksiggi Elementéw Euklidesa”, ,Kwartalnik Historii Nauki i Techniki”,
2-3, 2006, s. 1-25.
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Czy matematyka pitagorejska wymaga obrony?

Wystarczy zobaczy¢, co o tej matematyce moéwia autorzy Filozofii przedsokra-
tejskiej3 (por. s. 322-323), zeby — ze zdumieniem — odkry¢ ich calkowity brak
kompetencji w tej dziedzinie. Autorzy ci neguja fakt istnienia wczesnej mate-
matyki pitagorejskiej i odkrycia w niej niewspotmiernosei (kto wige ja odkryt?).
Autorzy ci pomijajg prace O. Beckera, B.L. Van der Waerdena, O. Neugebau-
era i wielu innych. Nie widza, ze teorie takie jak teoria proporcji Archytasa
(VIII ksigga Elementow), Teajteta czy Eudokosa nie powstaja ,,od razu”, lecz
wymagaja dlugiego rozwoju matematyki, a rekonstrukcja wczesnej matematyki
pitagorejskiej jest mozliwa wiadnie na podstawie tych fragmentow, ktére z takim
uporem badaja, rozumiejac je bez metodycznie uzyskanego ,.klucza™: ,na swoj
sposdb™4. W ich ksigzce wyraz ,niewymierno$¢” pojawia si¢ tylko raz (1), a do
tego uzyty w niewtasciwy sposob; por. s. 3323, Nie wyst¢puje on (jako niewazny?)
w indeksie rzeczowym.

Dla poréwnania weZzmy zdumiewajaca ,,interpretacje” (por. Filozofia przed-
sokratejska, wyd. cyt., s. 323—4):

3 G.S. Kirk, J.E. Ravel, M. Schofield, Filozofia przedsokratejska, Warszawa-Poznan 1996.

4 Oto jak komentujg fragment BS Filolaosa (BS: ,Liczba ma dwie postaci odrgbne: parzysta
i nieparzysta, trzecia za§ — parzysto-nieparzysta [powstala] ze zmieszania obu; kazda z tych dwu
postaci ma wiele form, ktére ujawnia w sobie kazda rzecz”, przel. J. Gajda-Krynicka): ,Jego
slowa nawiazuja chyba do Parmenidesa (np. 291 [w ich numeracji - Z.K.]), ale nie nalezy ich
tak interpretowa¢, ze z rozmyslem twierdzi (nie wspominajac o dowodzie) — wbrew eleatom - iz
rozum wymaga wieloSci rzeczy, nie monizmu, jako niezbgdnego warunku wiedzy i mysli. Filolaos
zamierzal raczej uzupelni€ starg teori¢ pitagorejczykéw nowymi dowodami epistemologicznymi”.
Dziwne, gdyz we fragmencie napisano wyraznie, ze roznych postaci liczb, podobnie jak rzeczy,
jest wiele. Komentarz wyjasnia wigc nie to, co jest do wyja$nienia w BS, tj. jakie to sa te rézne
formy czy postaci liczb i dlaczego jest ich wiele. Filolaos nie pisze przeciez, ze liczb jest wiele, bo
jest wiele rzeczy, lecz ze natura kazdej poszczegélnej rzeczy ujawnia wielo$¢ postaci liczb. Jaka to
yhatura”? (Por. podane dalej w tekscie wyjasnienia).

5 Grecy nie znali liczb niewymiernych. Notabene, nalezy wyraZnie odrézniac pojgcia niewspot-
miernoéci i niewymiernosci. ,,Niewymierno$¢” to brak miary. Jesli miarg jest liczba, to niewy-
mierno$¢ oznacza brak miary liczbowe;j, czyli takiej, ktéra réwnoczes$nie mierzytaby liczby i inne
rozpatrywane wielkosci. Wspdtczesne liczby niewymierne to takie (zeby wyja$ni¢ pochodzenie tej
nazwy we wspdlczesnej matematyce, a nie dostarczyé poprawnej definicji), ktére sa niewymierne
(niemierzalne) przez liczby naturalne. Oprocz tego posiadajg one wlasno$¢, ze dla nieskofczenie
wielu par takich liczb nie istnieje wspolna ich miara. Nie przeszkadza to jednak, ze dla nie-
skoficzenie wielu innych par liczb niewymiernych taka wspélna miara istnieje. Liczby wymierne
(,ulamki”) takZe nie majq jednej wspdinej miary, mierzacej je wszystkie naraz, ale w tym wypadku
dla dowolnej pary (lub skoficzonej ilodci) takich liczb istnieje wspOlna miara. Liczby naturalne
natomiast sa wszystkie wspdtmierne i mierzone przez jedna miar¢ — liczbg 1. Niewspéimierno§é
oznacza wigc brak wspélnej miary dwoch (lub wigkszej, ale skoriczonej ilosci) wielkosci, tj. liczb,
odcinkéw, figur etc. Nie istnieje (pomijam tu wspétczesne wyniki w teorii miary i ograniczam si¢
do ,tradycyjnych” wielko$ci) wielkos§¢, ktdra — rozpatrywana oddzielnie — nie posiadalaby swojej
miary, np. ,niewymierna” przekatna kwadratu jednostkowego jest mierzona przez swoja polowg
lub Y tej przekatnej itd.
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Fragment 4246, wedlug Diogenesa otwierajacy ksi¢ge Filolaosa, wprowadza podstawowe
pojgcia i twierdzenia. Zawily wywod nastgpnego urywka jest niejasny. Warto zauwazyC, ze
dzieli sie na cze$¢ a priori oraz rozumowanie prawdopodobnie odwolujace si¢ do do§wiadcze-
nia. Jak si¢ wydaje, wnioskiem z drugiej czg§ci ma by¢ teza, Ze muszg istnie¢ zaréwno rzeczy
ograniczone, jak i nieograniczone oraz polaczenia obu. Z czgsci a priori mozna odpowiednio
wyciagna¢ wniosek, ze skoro nie dzieje sig tak, iz wszystkie rzeczy sg albo ograniczonymi, albo
nieograniczonymi, muszg istnie¢ réwniez rzeczy — czyli kosmos i wszystko, co w nim istnieje
— bedgce ich polaczeniami. Takie rozumowanie dowodzi posrednio tezy z fragmentu 424 (tylko
posrednio, gdyz ,czyli” z naszej parafrazy nie ma dostatecznego uzasadnienia). Jest w tym
wszystkim uderzajaca sprzecznoéé, ale tekst jest niewatpliwie niekompletny.

Ani tutaj, ani nigdzie indziej Filolaos nie tfumaczy, dlaczego ograniczone i nieograniczone
mialyby by¢ podstawowymi poj¢ciami potrzebnymi do filozoficznej analizy. Nie mowi nawet,
czy one sa, przez co jego wywdd jest niejasny.

Rzeczywiicie Filolaos nigdzie tego nie tlumaczy, moéwi bowiem o sprawie
(o niewspéimiernosci), ktdra w jego czasach poza matematykami zajmowali si¢
w Grecji prawie wszyscy filozofowie, nie tylko pitagorejscy.

Kolejny przyktad to wielkie dzieto Philolaus of Croton Carla A. Huffma-
na’. Huffman uzywa terminu ,,niewspétmierno$¢” tylko 3 razy (s. 10, 55 i 64).
Za kazdym razem tylko po to, aby stwierdzié, ze jest to zagadnienie nieistotne
nie tylko dla rozumienia Filolaosa, ale w ogéle dla calej filozofii pitagorej-
skiej. Dodatkowo podwaza — na podstawie watpliwych argumentéw ~ catkowicie
jasne §wiadectwa, na przyklad u Arystotelesa, ze dla wczesnych pitagorejczykow
»wszystko jest liczbg”.

Takie stanowisko opiera si¢ na przekonaniu, ze przed Elementami nie byto
w zasadzie matematyki pitagorejskiej lub ze stanowifa ona nieistotny skladnik
filozofii pitagorejskiej. Zdumiewajaca jest takze jego proba ,,tlumaczenia” pojgcia
harmonii u Filolaosa bez elementarnej wiedzy o starozytnych teoriach proporcji.

A przeciez to z odkrycia niewspétmiernosci wziat si¢ podzial nauk na qua-
drivium i trivium. Struktura czterodzielnego podzialu nauk matematycznych
(przejgta przez wieki pdZniejsze od Boecjusza) jest ttumaczona wzajemna nie-
redukowalnoscia dwdch wielkosci bedacych przedmiotem matematyki: liczby
i wielkosci przestrzennych. Taki podzial nauk, jak ttumacza starannie Nikomachos
z Gerazy, Teon ze Smyrny, Proklos i wielu innych (sprawdZcie to sami!), bierze
si¢ nie z naszego postanowienia, lecz z nieprzezwyciezalnej istoty rzeczy, z boskiej
natury; por. Theologumena Arithmeticae, s. 3, Ast, Introductio 1 19.14. Jest tak
koniecznie, a nie dlatego, ze ,przyjeto si¢” si¢ tak robié, bo ,nie przyjglo sig”
robi¢ tego inaczej. Nikomachos pisze o tym (Introductio) w tak samo zdecydo-

6 Tj. fragment B1: Natura w §wiecie zostala harmonijnie zestrojona z tego, co ograniczone
i nieograniczone, podobnie jak caly §wiat i wszystko, co si¢ w nim znajduje”; przel. J. Gajda-
Krynicka.

7 C.A. Huffman, Philolaus of Croton Pythagorcan and Presocratic. A Commentary on the Frag-
ments and Testimonia with Interpretive Essays, Cambridge University Press 1993. Nie podwazam
natomiast w najmniejszym stopniu innych, oczywistych zalet tego dzieta.
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wanych sfowach, jak cytowany na poczatku Platon, a madros¢ i filozofi¢ uwaza
(Introductio 1. 2.5) za wiedzg o tych dwoch wielkoSciach i ich pochodzeniu (dowdd
niewsp6lmiernosci), laczac to wszystko z Pitagorasem i pitagorejczykami.

I. Odkrycie niewspdélmiernosci

Najstarsza teoria arytmetyczna w dziejach ludzkosci zlozona z twierdzen i dowo-
déw, a dajaca si¢ zrekonstruowac z fragmentéw IX Rsiggi Elementéw to nauka
o parzystoci i nieparzystoSci liczb. Jest ona dzielem pitagorejczykow i kilka-
dziesiat lat temu zostala zrekonstruowana przez Oskara Beckera8. Zawierala
twierdzenia typu , liczba parzysta plus liczba parzysta to liczba parzysta”, a oparta
byla na fundamentalnej dla pitagorejczykéw wiasnosci liczb: kazda liczba jest
albo parzysta, albo nieparzysta. Liczba dla pitagorejczyk6w to byla tylko (uprasz-
czam nadmiernie spraweg, ale dla biezacych potrzeb mozna tak uczyni¢) liczba
naturalna wigksza od 1. Najmniejsza liczbg byla liczba 2, a ,,jedynka” nie byta
liczba, lecz zasadg liczb. ’

Pierwsza sytuacja kryzysowa, wywolana przez odkrycie wielkoSci niewspot-
miernych w starozytnej Grecji, powstala w wyniku konfliktu pomigdzy explicite
sformulowanym przez pitagorejczykow przekonaniem, ze ,wszystko jest liczba”,
a dana sytuacja matematyczng. Dowo6d niewspdimiernoéci pewnych wielkosci
geometrycznych, np. boku kwadratu z jego przekatna, nie byl — jak obecnie
czesto si¢ interpretuje na podstawie rekonstrukcji opartej na tekscie Arystotelesa
- dowodem nie wprost pokazujacym tylko niewspoimierno$¢ pewnych wielkosci
geometrycznych, lecz dowodem pokazujacym istnienie przynajmniej dwoch roz-
nych rodzajow wielkoSci w matematyce.

Rozumowanie przebiegalo nastgpujaco: jesli wszystko jest liczba, to znaczy, ze
wszystko da si¢ opisa¢ przy pomocy liczby, a elementy i zasady liczb da si¢ znalezé
w kazdej rzeczy. Znajdowano je w calym szeregu zadziwiajacych — rowniez i dzisiaj
— sytuagji, z ktérych wymieni¢ mozna znane powszechnie zalezno§ci pomigdzy
diugoSciami drgajacych strun a wysokoScia i wzajemng harmonig ich dzwigkow
- nasze akordy, gamy, oktawy sa tego efektem. Pdzniej, jak wiemy od Witruwiusza,
tworzenie kanonéw architektonicznych czy rzezbiarskich takze bylo przejawem
poszukiwania ,wlasciwych” dla pigkna liczb i ich wzajemnych zaleznosci.

Jesli wige ,,wszystko jest liczba”, to przede wszystkim jest tak w matematyce,
gdzie wszystko powinno daé si¢ opisa¢ i wyrazi¢ przy pomocy liczb. W szcze-
gllnosci wielkoSci geometryczne musza daé si¢ opisaé liczbowo. W geometrii

8 Q. Becker: Lehre vom Geradem und Ungeradem im Neunten Buch der euklidischen Elemente.
»Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik”, 1936, Abt. B. 3,
s. 533-553. Arytmetyke te tworza twierdzenia IX 21-34 i IX 36. W jednej z polskich prac (por.
J. Swiderek, Rozwazania matematyczne w pismach Platona, 2002, s. 20) poswigconych filozofii
i matematyce starozytnej twierdzenia te sa cytowane jako ,wersy” (czyli linie) tekstu Elementow!
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powinna by¢ zatem linia (odcinek) jednostkowa odpowiadajgca ,,zasadzie liczb”
— jedynce. Dowdd niewspdtmiernoéci pokazywal, ze jeSli np. bok kwadratu jest
mierzony przez odcinek jednostkowy (czyli: ,,jesli bok jest liczbg”), to przekatna
nie jest zadng liczbg, tj. nie jest opisywana przez zadna liczbe. Dlaczego? Gdyz
jedli przekatna jest liczba (lub wielkodcia kreSlong przez ratio typu ,liczba do
liczby”), to, skoro kazda liczba jest albo parzysta, albo nieparzysta i innych liczb
nie ma, musi by¢ ona albo liczbg parzysta, albo liczba nieparzystg. Jesli przekatna
jest liczbg, to dowodzono, ze pewne liczby muszg rdwnoczesnie by¢ nieparzyste
i vice versa (por. tekst Arystotelesa z Analityk pierwszych 412a9%).

Oznacza to, ze nie wszystko w matematyce sprowadza si¢ do liczb i jest przez
nie opisywane. Istniejg zatem przynajmniej dwa rdzne rodzaje wielkosci: liczby
i wielkosci geometryczne!l0.

Juz na samym poczatku rozwoju matematyki daje si¢ zauwazy¢ obecnosé
pewnej rzeczowej sytuacji (hermeneutycznej), ktorej ,,zawarto$¢” uobecnia sig
jako zastana i nieskonstruowana przez matematykéw. Sytuacja ta okazuje sie
réwniez tak dobrze okreslona, ze jest odporna na wszelkie proby czysto formalnej
manipulacji. Jest réwniez w znacznej cz¢sci niezalezna od ludzkiej woli, aktow
$wiadomosci i wszelkich konstrukcji. One dokonuja si¢ raczej i sg okre§lane
implicite przez t¢ sytuacj¢. Matematyka doswiadczana jest jako ,,dar niebios” (por.
np. Fileb 16¢), a kazde poszczegdlne matematyczne ,,pojecie” czy teoria, procz
wyraznie i explicite podanych wlasnoéci, posiada takze dodatkowe ,,wlasnosci”!!
wspdtdomniemywane implicite, nieaktowo. Te wspotdomniemywane wlasnosci
ujawniajg si¢ czasami jako ,,ukryte zalozenia”, tacit knowledge itp. Wiedza mate-
matyczna powstaje w pewnego rodzaju horyzoncie hermeneutyczrnym.

W pierwszej sytuacji kryzysowej obecno$¢ horyzontu hermeneutycznego ujaw-
nita si¢ w oporze matematycznych faktdw uniemozliwiajacych redukcje mate-
matyki do teorii liczb. Na nic by si¢ zdalo powtarzanie z uporem, ze wszystko
jest liczbg. Mozna bylo tylko staraé si¢ utrzymywaé sprawg w tajemnicy, zeby
spokojnie znaleZ¢ jakie§ rozsadne wytlumaczenie i rozwiazanie. Najwazniejsze
doktryny pitagorejskie az do czaséw Platona i Arystotelesa s3 wyznaczane przez
proby uporania si¢ z faktem niewspéimiernoéci. Mozna powiedzieé wigcej: zagad-
nienie to wyznaczato obszar badania prawie calej matematyki greckiej i miaio
wplyw na wiele najwazniejszych teorii filozoficznych w starozytnoéci, zwlaszcza
na Platonal2,

9 ,...przekatna kwadratu jest niewymierna z bokiem, bo gdyby sie zalozylo, ze jest wymierna,
woweczas liczby nieparzyste bylyby réwne parzystym”, przet. K. Le$niak.

10 Zwykle nie dostrzega sig, co w rzeczywistoéci pokazywat dowdd niewspétmiernosci i redukuje
si¢ jego moc dowodowa do stwierdzenia braku wspdinej miary dla pewnych linii.

11 §3 to raczej pewne ,,mozliwosci matematyczne”.

12 Na nieredukowalnej rdznicy migdzy wymiernoscig i niewymiernoécia oraz wynikajacej stad
niewspotmiernosci bytu opiera si¢ teoria zasad Platona; zwraca na to uwage S. Blandzi Plaroriski,
projekt filozofii pierwszej, Warszawa 2002, zob. zwlaszcza s. 313.
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II. Proby uporania si¢ z faktem niewspélmiernosci

Fakt niewspdlmiernoéci pociagal za sobg wiele wnioskow. Przede wszystkim ozna-
czal brak wsp6lnej miary dla wielkoSci geometrycznych. W przeciwiefistwie do
tego wszystkie liczby maja wspolng i jedyna miara. Jest nig ,jedynka” — zasada
liczb.

Zastandéwmy si¢, co mozna by zrobi¢, aby uratowa¢ wyrdzniona, pozycje liczb
w Swiecie. Kazda z przedstawionych ponizej odpowiedzi zostala rzeczywiscie
zaproponowana i mamy na to historyczne $wiadectwa.

W pierwszej kolejnosci mozna bylto zastanowic si¢, co da si¢ zmieni¢ w nauce
o bezwzglednej parzystosci i nieparzystoSci liczb. A gdyby tak przyjaé, ze jedynka
jest rébwnocze$nie parzysto-nieparzystal3? RzeczywiScie moze to wyjasni¢ spra-
we, ale po dokladnej analizie wlasno$¢ jedynki, ze dodana do liczby parzystej
tworzy liczb¢ nieparzysta, a dodana do nieparzystej — parzysta, nie pozwalata
— wyjawszy kwadrat o boku jednostkowym - na usunigcie sprzeczno$ci dowo-
dzacej niewspdtmiernosci dla innych przypadkéw. Poza tym teoria ta byta tylko
proba ratowania tezy, ze wszystko jest liczba: nie byla w stanie wytlumaczyé
braku wspélnej miary dla boku i przekatne;.

Nastepne, co moze przyjs¢ do glowy, to przyjecie dwdch roznych miar w geo-
metrii. Moze jeden odcinek jednostkowy mierzy boki, a drugi przekatne? Wyglada
to bardzo rozsadnie i oznacza, ze rzeczywisto$¢ geometryczna databy si¢ opisaé
przy pomocy dwdch rdznych egzemplarzy liczb, z ktérych kazdy mialby inng
zasade-jedynke. Jedynki te, i w konsekwencji wszystkie takie liczby, bylyby niepo-
réwnywalne (asymbletoi) z liczbami z innej grupy, bgdac wspéimierne wewnatrz
kazdej grupy. Jednej jedynce odpowiadatby odcinek jednostkowy mierzacy boki,
a drugiej, niewspdtmierny z nim, odcinek jednostkowy (mogiby on by¢ np. rowny
przekatnej kwadratu o boku wyznaczonym przez pierwszy odcinek jednostkowy)
mierzacy przekatne. Niewsp6lmierno$¢ oznacza przeciez nie brak jakiejkolwiek
miary, lecz tylko brak jednej wspdinej miary.

Niestety, badania Teodora pokazaly, ze dwa egzemplarze liczb nie wystarcza
do opisu wielkodci geometrycznych. Pitagorejczyk Teodor pokazat, ze dla kwadra-
tow o polach mierzonych przez kwadrat jednostkowy i odpowiadajacych liczbom
od 1 do 17 boki sa niewspdtmierne nie tylko z odpowiednimi przekatnymi, ale
tez migdzy sobg. Teodora ,,co§ zatrzymalo” — jak méwi Platon - na liczbie 17.
Pozostawaly jeszcze dwie mozliwosci. Je§li dwa egzemplarze nieporéwnywalnych
liczb nie wystarcza, to nalezy zbadal, czy pewna inna, ale skoriczona ich ilos¢
wystarczy. Jako ostatnia pozostawata ewentualnosé, by przyjaé nieskofczong ilos¢
takich réznych i niepor6wnywalnych liczb. Arystoteles pisze, ze tylko ten poglad
nie znalazl zadnego zwolennika. Nie byta to jednak znowu kwestia upodoban.
Ostatnie dwie mozliwoSci zostaly zbadane z niezwykla Scistoscig. Cata kwestia

13 Por. takze Nikomachos, Theol. Arith., s. 3 (Ast).
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dotyczy w istocie problemu ile rdznych, wzajemnie niewspdtmiernych rodzajow linii
da sig wyrdzni¢ w geometrii, czyli dotyczy klasyfikacji linii niewspdtmiernych.

Musze zaznaczyé, ze od samego poczatku rozwoju matematyki greckiej mate-
matyka pitagorejska byta tylko fragmentem szerszej, og6lnogreckiej matematyki.
I jest to nastgpna rzecz, z ktdrej winien sobie zdawaé sprawg badacz filozofii
pitagorejskiej. Trzeba wiedzied, jakie byly inne szkoly w podstawach matematy-
ki i uwzglednia¢ dorobek innych niz pitagorejskie o§rodkéw matematycznych,
bowiem badania tych innych oSrodkéw (jak u Hipokratesa z Chios — ponoé
eks-pitagorejczyka) mialy wplyw na teorie pitagorejskie.

Zaskakujaco brzmi stwierdzenie pewnego badacza, sformulowane w pierwszym
zdaniu jego artykutul4, ze:

Grecka filozofi¢ matematyki inicjujg slowa pitagorejczyka Filolaosa: Wszystko dostgpne
poznaniu ma liczb¢. Bez niej bowiem nie mozna niczego ogarnaé¢ umystem, ani poznaé.

Autor tych stéw opiera si¢ prawdopodobnie na zaskakujacym datowaniu lat
zycia Filolaosa, a przesuwajacym te daty o jakie§ sto lat wczesniej, trochg przed
czasami Talesa z Miletu. W rzeczywistosci Filolaos pisal swoje stowa, gdy juz
wiedziano, ze ,,nie wszystko jest liczbg”, a opis liczbowy rzeczywistosci probowano
osiggnac przez okreSlone teorie proporcji i rozwazanie wielo$ci egzemplarzy liczb.
Filolaos nie pisal wiec o ,jednym rodzaju liczb” (por. cytowany juz powyzej,
w przypisie 4, fragment BS), jak si¢ powszechnie przypuszcza, i nie nawigzywal
do pierwotnej sytuacji w filozofii matematyki. Wiadomo przeciez, ze oprocz
liczb przyjat takze inne zasady rzeczywistodci (,,ograniczone i nieograniczone”)
i o ,,zasadach” pisal w liczbie mnogiej. Wszystko to jest konsekwencja odkrycia
niewspdtmierno$ci, gdyz brak jednej miary w geometrii powodowal brak granicy
(peras) w dziedzinie geometrycznej. Z tego samego powodu Archytas glosit juz
wyraznie obecno$¢ dwdch zasad (liczba i wielko$¢ przestrzenna — jak trafnie
uzupetnia tekst Diels na podstawie calkowicie jasnego kontekstu, w ktérym
ocalaly fragmenty). Slowa Filolaosa, jako niedotyczace jednego egzemplarza
liczb, zwtaszcza w sensie ideowym, a nie tylko chronologicznym, nie inicjuja
calej problematyki, bo nie nawiazuja juz do pierwotnej koncepcji pitagorejskie;j.
Filolaos pisal tez o jedynce, zasadzie liczb jako ,,parzysto-nieparzystej”, a rozwa-
zenie réznych egzemplarzy liczb pozwalalo mu zamiennie uzywaé termindw hen
(zasada liczb) i monas (zasada ,tego, co przestrzenne”). Ta zamienno$¢ (obecna
takze u Archytasa) wskazuje na pitagorejskie proby wytworzenia przestrzennosci
z punktéw geometrycznych i liczb (por. nizej).

Problemy matematyczno-filozoficzne podniesione przez pitagorejczykow byly
badane nie tylko przez nich, a osiggane wyniki wplywaly na rozw¢j filozofii

14 Zob. B. Dembiiski, Status ontologiczny liczby w wybranych systemach filozofii greckiej, ,,Studia
Antyczne | Mediewistyczne” nr 3, 2005, s. 19.
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pitagorejskiej. Tak bylo wladnie z klasyfikacja linii niewspéimiernych rozpoczgta
przez Teajteta i Demokryta, a rozwijang przez Euklidesa, Eudoksosa i Apollo-
niusza z Pergi.

Teajtet, nie bgdac pitagorejczykiem, mogt spojrzeé na problem trochg inaczej.
Zauwazy! on, ze niewsp6imierno$¢ nie dotyczy tylko linii, lecz takze figur ptaskich
i bryl. Wymysli, Ze linia (dla nas odcinek) moze nie by¢ sama wyrazana i mierzona
przez liczbg, czyli by¢ liniowo niewspdtmierna z linia jednostkows, a jednak by¢
okreSlona liczbowo. Jak to mozliwe? A jesli przyjaé, ze jest ona bokiem kwadratu
z obszarem o mierze — co§ podobnego do naszego ,,pola” figury — wyrazajacej
si¢ liczba? Na przyktad, kwadrat zbudowany na niewsp6imiernej z jednostkowym
odcinkiem przekatnej kwadratu jednostkowego ma ,,pole” mierzone przez kwa-
drat o boku réwnym linii jednostkowej — dzisiejszy kwadrat o boku réwnym V2,
ma pole réwne V2V2 = 2. Teajtet zdefiniowat wicc linie racjonalne, jako zlozone
z dwoch grup linii: linie wspotmierne liniowo z odcinkiem jednostkowym oraz
linie bedace bokami tych kwadratéw, ktére maja pole mierzone przez kwadrat
jednostkowy.

Dzigki tej dzi§ bardzo dziwnej definicji niektdre niewymierne przekatne zacho-
wywaly swoj Scisly zwiazek z liczba, jako pochodzace z okre$lonych liczbowo
kwadratéw1s. Dla potrzeb swojej teorii Teajtet rozwinat calkowicie nowa teorig
proporcji umozliwiajaca budowanie linii i figur plaskich pozostajacych do siebie
w ratio ,jak liczba do liczby”. Z dialogu Platona Teajtet wiemy, ze matematyk
ten rozszerzyl swa definicj¢ takze na bryly. Latwo domysli€ sig, ze byly to bryly
mierzone przez szeScian jednostkowy.

Przyjmujac jedna linig wyrdzniona — najwyzsza miar¢, odpowiadajaca jedynce
- Teajtet pokazal niestychanie zlozonymi i doskonalymi z logicznego punktu
widzenia metodami, Ze istnieje nieograniczona liczba typ6w linii niewspOlmier-
nych. Oznacza to, ze aby opisaé liczbowo rzeczywisto$¢ geometryczna, trzeba by
przyja¢ w geometrii nieskoficzona liczbg rdznych i wzajemnie niewspotmiernych
miar. Rdwnowaznie: do opisu tworéw geometrycznych trzeba uzy¢ nieskoficzo-
nej ilodci réznych egzemplarzy liczb naturalnych. Geometria nie da si¢ wigc
zredukowaé do arytmetyki. Na przyjgcie nieskoficzonej iloéci nieporéwnywal-
nych monad-jednostek — jak wiemy od Arystotelesa (por. Met. 1080b) - nikt
nie chcial si¢ zgodzi¢. Nie bylo rady - istnialy dwie rézne zasady matematyki
i rzeczywistosci. Klasyfikacja wielkosci niewspotmiernych Teajteta zachowala si¢
w X i XIII ksiedze Elementow. Teoria ta wzbudza podziw swojg matematyczng
pomysiowoscia, precyzja, konsekwencja i rozmachem.

15 Dziwno$§¢” polega na tym, Ze matematyk wspdlczesny, cheac opisaé, ktdre figury maja boki
okreslone przez liczby (wzglgdem wybranej jednostki), skonstruowalby i uzyl liczb wymiernych.
Teajtet natomiast postuzyt si¢ do$¢ egzotycznym tworem: liczbami naturalnymi i wymiernymi, roz-
szerzonymi o ,,pierwiastki kwadratowe” z liczb naturalnych. Byla to wigc grupa liczb zawierajaca
takze (niektére) wspolczesne liczby niewymierne.
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Oczywiscie, mozna jeszcze rozwazac inne mozliwosSci odejscia od nauki o Scistej
parzysto$ci i nieparzystosci liczb. Na przyktad mozna rozpatrywad, czy w jednym
egzemplarzu liczb jednostki w poszczegdlnych liczbach sg nieporéwnywalne. Liczby
wtedy nie musialyby by¢ wszystkie wspOlmierne. Mozliwoé¢ taka jest ciekawa
teoretycznie, ale nie tlumaczy catkowicie faktu niewspétmiernosci, a cala ta
teoria ,tonie” w aporiach.

O tych wszystkich mozliwosciach wspomina tekst Arystotelesa z Metafizyki
M 1080a. Arystoteles nie wyjasnia jednak, dlaczego rozwazano takie warianty
pojmowania liczby.

W wyniku odkrycia niewymiernoéci zbadano, jak mozna uniknaé faktu nie-
wspotmiernosci lub zachowaé wyr6zniona pozycje liczb w wyjasnianiu $wiata
1 matematyki. Oprdcz juz wymienionych nie mozna nie wspomnieé o jeszcze
jednej probie, jaka byly starozytne teorie proporc;jil®.

Maja one zwiazek z naukami dotyczacymi harmonii u pitagorejczykow. Wiel-
kosci moga by¢ - jak juz wspomnialem — niewspdimierne pomigdzy sobg, ale
w poszczegOlnych grupach pozostawa¢ do siebie wzajemnie jak ,liczba do licz-
by”. Gdyby udato si¢ zbudowac teori¢ pozwalajaca pordwnywaé poszczegdlne
grupy pomigdzy soba, to na ,nieokreslone” tworzywo natozZona zostataby pewna
regularno$¢ i miara. Teorii takiej, pomimo niestychanych wysitkdw, nie udalo sie
zbudowal w starozytnosci. Nie jest nig takze tzw. teoria proporcji Eudoksosa,
zachowana w V ksigdze Elementow. Najbardziej zgodna z ideami pitagorejskimi
byla wymieniona juz teoria proporcji Teajteta.

Sprawy teorii proporcji sa zwigzane ze specyficznym pojgciem liczby jako
miary u pitagorejczykow i nakladaniem miary'’; por. Z. Krol, Platon i podstawy
matematyki wspdlczesnej..., wyd. cyt. s. 49-54.

Trzecig grupe badan matematycznych zwigzanych z niewspoimierno$cia, procz
teorii proporcji i manipulacji jednostkami w liczbach, tworzyly badania nad con-
tinuum. Dotyczyly one problemu: ,jak liczba moze wytworzy¢ co$ przestrzenne-
go?”. Badania te mogly rozwija¢ si¢ niezaleznie od odkrycia niewspoimiernosci.
Oile w przypadku geometrycznej miary jedynce arytmetycznej przyporzadko-
wywano odcinek jednostkowy, to w tej grupie badan jedynka utozsamiana byla
z pojedynczym punktem. Rozwazany problem miat wigc rownowazne sformufo-
wanie: ,jak z punktéw wytworzy¢ przestrzenno$¢?”. Teorie liczb-punktow, aryt-
metyka kamyczkow (psephoi), twierdzenia gnomiczne i mndstwo fragmentow

16 Por. Z. Krél, Starozytne teorie proporcji, ,Kwartalnik Historii Nauki i Techniki PAN” ar 1,
2007.

17 Por. tez Nikomachos z Gerazy, Infroductio 1 23.4-5. Teksty zrodlowe potwierdzatyby, ze
pojgcie proporgiji jest wtérne wzgledem podstawowego pojecia liczby, co przeczy teorii liczb ide-
alnych u Platona sformulowanej przez Toplitza i z entuzjazmem przejetej przez wielu badaczy,
(por. O. Toplitz: Das Verhdltnis von Mathematik und Ideenlehre bei Platon, ,,Quellen und Studien
zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik” 1931, Abt. B.1, s. 3-33).
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dotyczacych pitagorejezykéw nawigzuje do tych badan. W rezultacie szczegd-
lowych badan iaporii Zenona z Elei matematycy zdecydowali si¢ wykluczy¢
punkty jako czgsci sktadowe continuum. Punkt nie jest w stanie wytworzy¢ prze-
strzennosci i w Elementach punkty nie sa wyjSciowymi ,,cegietkami” ani zasadami
geometrii. Geometria w Elementach, zwlaszcza ta w X ksigdze, budowana jest
na podstawie przyjecia tylko jednego odcinka (linii podstawowej, ,,najwyzszej
miary”) wraz z zestawem dozwolonych operacji, jakich mozna dokonywaé na
tej linii. W Elementach sg to tylko tzw. konstrukcje z udzialem cyrkla i linijki,
wymyslone przez Platona. Pitagorejczycy, np. Archytas, stosowali znacznie wigcej
konstrukcji (epharmozein, neusis).

Arytmetyzacja continuum, osiagni¢ta w wyniku zastapienia niejasnych pojeé
»wielkosci ciaglej”, ,,nieskoficzenie matej” efc. przez (zdefiniowane dla punktéw)
pojgcia granicy ciagu, zbieznosci itp. (Cauchy, Weierstrass), a nast¢pnie definicja
liczb rzeczywistych oparta na ,,zasadzie ciaglosci” (Dedekind) oraz opis geometrii
linii prostej, ptaszczyzny i przestrzeni przy pomocy liczb rzeczywistych (Cantor)
nalezg juz do najnowszych dziejéw matematyki i byly nieznane oraz niemozliwe
do przeprowadzenia w starozytnoSci.

Warto w tym miejscu takze dodaé, ze — podobnie jak w starozytnosci — roz-
wazenie ,,roznych egzemplarzy liczb” (czyli rozpatrywanie modeli, gdzie miesza-
niu ulegaja tzw. poczatkowe sekwencje modeli) jest podejmowane w teoriach
kwantowej grawitacji i przybliza nas do - poszukiwanej obecnie i analogicznej do
starozytnej uniwersalnej teorii proporcji — jednolitej teorii rzeczywistosci, likwi-
dujacej rozdzial pomigdzy ogblna teoria wzglednosci i mechanika kwantows.

III. Schemat rozwoju doktryn pitagorejskich
na podstawie stanu badaf matematycznych w starozytnosci

Na poczatku, we wczesnym pitagoreizmie, przekazy informuja nas o jednej
zasadzie rzeczywistosci — liczbie. Po odkryciu faktu niewspotmiernoéci najpierw
probowano réznych prostych wybiegow teoretycznych, Jednym z nich byta nauka
o rownoczesnej parzystosci i nieparzystosci jedynki lub liczb. Gdy okazalo si¢, ze
w matematyce s3 dwa rodzaje nieredukowalnych wzajemnie wielko$ci, pojawiaja
si¢ teorie, takie jak Filolaosa czy Archytasa, przyjmujace oprocz liczby jeszcze
inne zasady. Oczywiscie, odpowiedZ, czym jest ta inna nieliczbowa zasada rze-
czywistoSci, byta specyficzna u poszczegdlnych myslicieli. U Archytasa mamy
juz catkowite zespolenie nauki o harmonii z matematycznymi badaniami nad
teoriami proporcjils.

18 Pomijam w tym miejscu wyjasnienie historycznego faktu zwiazania klasyfikacji wielkosci nie-
wspolmiernych z teoriami proporcji. Zaznaczg tylko, ze poszczegdlne typy linii niewspoimiernych
da si¢ zdefiniowa¢ jako odpowiednie linie proporcjonalne do linii rational; por. Z. Kr6l, Geometria
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Czemuz to po odkryciu niewspdtmiernosci Filolaos uczy o ,,ograniczonym
i nieograniczonym” jako zasadach rzeczywistoéci? Ograniczone odpowiada temu,
co ma miarg, jest iloScig skoficzona, mierzalng i policzalng - czyli odpowiada
liczbie. Nieograniczone — to wszystko pozbawione miary (takze jednej wspdinej
miary), nieopisywalne przez liczbg, nieokreslone liczbowo - a takimi okazaly si¢
wielkosci ,,przestrzenne”, geometryczne. To wskazowka, ze w czasach Filolaosa
brak odpowiedniej teorii proporcji, mogacej nalozy¢ taka wspOlng miarg¢ na
wielkoSci geometryczne (tj. na brak teorii proporcji, ktére oznaczam jako T 4,
T 51 T_6Y).

Nie sposdb nie zauwazy¢, ze wewngtrzna logika rozwoju pitagoreizmu jest
wyznaczona przez rzeczowe czynniki matematyczne. Ogdlny wniosek jest naste-
pujacy: wiele najistotniejszych wezesnych fragment6éw pitagorejskich nawigzuje do
wymienionych powyzej badan i zagadnien matematycznych. Nie mozna ich wigc
poprawnie i w pelni zrozumieé bez znajomosci matematyki starozytnej. Ponadto,
chronologia rozwoju teorii matematycznych moze pomdc w ustaleniu chronologii
zachowanych fragment6w, a chronologia fragmentéw umozliwia takze datowanie
niektérych teorii matematycznych. Przez ,.chronologie rozwoju teorii matema-
tycznych” rozumiem nie tylko chronologi¢ ustalang metodami historycznymi,
ale przede wszystkim chronologi¢ wynikajaca z zaleznosci logicznych pomigdzy
- odpowiednio rekonstruowanymi — teoriami. Mozna bowiem $cisle ustalaé,
kt6re teorie matematyczne, a nawet tylko pojedyncze pojecia czy twierdzenia,
musialy pojawi¢ sig¢ wczeSniej od innych teorii, twierdzefi i poje¢ zaleznych od
nich rzeczowo i logicznie?0.

Warto dodaé, ze podobienstwo nauki Platona o najwyzszych zasadach do
doktryn pitagorejskich jest raczej powierzchowne. OdpowiedZ Platona na fakt
niewspolmiernosci jest istotnie inna. Uzycie tego samego greckiego terminu na
okreflenie proporcji w najmniejszym nawet stopniu nie wskazuje, ze termin
ten oznacza to samo w réznych teoriach proporcji. Podobnie jest z terminami
liczba, jedno$¢, granica u pitagorejczykow i Platona. Czgsto oskarza si¢ Plato-
na o zapozyczenia pitagorejskich teorii. Tymczasem to raczej neopitagoreizm
zapozycza teorie Platona i Arystotelesa. Tak jest np. z platofiskim poje¢ciem
uczestnictwa (por. np. poczatkowe partie Introductio Nikomachosa). Natomiast
wczesniej pewne osiagnigcia pitagorejczykdw, z ktérych najwigkszym jest odkrycie
niewspotmiernoSci, staly si¢ ogélnogreckim dobrem i jako calkowicie niezalezne

starozytna i filozofia Platona..., wyd. cyt. Byla to proba ,,opanowania” niewspdtmiernoéci i nafozenia
na nig miary, harmonii.

19 Por. Z. Krdl, Wstep do starozytnych teorii proporcji, wyd. cyt.

2 Przyktadowo, do prezentacji liczb w Elementach uzywa si¢ ciaglych odcinkéw, nawet w miej-
scach, gdzie omawia si¢ twierdzenia uzyskane mctodami ,arytmetyki kamyczkow”. Stalo sie to
mozliwe po powstaniu teorii proporcji Teajteta i Eudoksosa. Znajac te teorie, mozna ustalié, co
w twierdzeniach pochodzi z czaséw dawniejszych, a co z czasow Platona i Euklidesa.
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od zmiennego kontekstu filozoficznego byly wyjasniane przez wigkszo$¢ szkét filo-
zoficznych i matematycznych. Odkrycie istnienia dwoch rodzajow wielkoSci wraz
z ich cechami charakterystycznymi: okre§lonoscig i nieokres§lonoscia, podzielnos-
cig i niepodzielnoscia itp. — nalezalo do takich ogdlnogreckich dobr.

Bez tego nie da si¢ pojaé, dlaczego Fileb Platona, a wigc dialog o przyjemnosci,
stanowi cz¢S¢ debaty nad teorig proporcji Eudoksosa, ktéra ttumaczy przekazy
dotyczace filozoficznego dorobku mysliciela z Knidos2!. Platon, w przeciwiefistwie
do Eudoksosa, podkreSlat niezbywalng rol¢ Jednosci w konstytucji rzeczy.

Starozytne teorie proporcji w matematyce mozna bylo stosowac nie tylko do
liczb i wielkosci geometrycznych?2. Obowiazywaly one takze w innych dziedzinach:
przy pomiarach czasu, w rozwazaniach etycznych itp. Na przykiad, wszystko,
czego moglto by¢ ,wigcej i mniej” (np. przyjemnosci, ciepto), dalo si¢ opisaé
przez odpowiednie proporcje.

Nauka o parzystoSci i nieparzystosci liczb oparta byla na niepodzielnosci
jedynki — zasady liczb. Gdyby jedno$¢ byta podzielna, to liczby parzyste nie roz-
nilyby si¢ niczym od liczb nieparzystych! Tlumaczy to, dlaczego liczby parzyste
s3 zwigzane z nieokreSlonoscia, a nieparzyste z okreslonoScia: na przeszkodzie
podziatu na polowy liczb nieparzystych stoi absolutnie niepodzielna jednos§é?3,
Gotowos¢ na podzialy w nieskoficzono$¢ charakteryzuje wielkosci geometryczne;
por. Komentarz Pappusa do X ksiggi ,,Elementow” Euklidesa, Introductio Niko-
machosa z Gerazy, pisma Teona ze Smyrny i Komentarz Proklosa?4,

Odkrycie niewspdtmiernoéci okreslito zakres badan i ksztalt wiekszosci sta-
rozytnych teorii matematycznych. Przykladowo, wystarczy zobaczy¢, ile miejsca
poswigcano (Nikomachos, Teon, arytmetyczne ksiggi Elementow) zagadnieniu:
kiedy jedna liczba mierzy inng oraz kiedy liczby sa mierzone przez inng liczbe.
Swiadezy o tym takze podziat liczb w arytmetyce na rodzaje. Nie sposob wytlu-
maczy¢ dlaczego zajmowano si¢ takimi sprawami bez odwolania do poszukiwania
liczbowego opisu wielkosci przestrzennych.

Matematyczne odkrycie niewspétmiernosci bylo prawdziwie religijnym dozna-
niem dla Grekow. Byt to fakt niesprowadzalny do zadnej sofistycznej konwencji,

21 Eudoksos uczyl o tym, czego ,wigcej i mniej”, a wigc mowil tez o tym, co ,,ograniczone
i nieograniczone”, ale to nie oznacza przeciez, ze byl pitagorejczykiem czy platonikiem.

22 Por. np. Nikomachos z Gerazy, Introductio 1 14.1-2, Arystoteles Eth. Nic. 11 6. 1106b, etc.

2 Zwykle ttumaczy si¢ to, przedstawiajac rysunek pokazujacy w dwdch réwnoleglych szeregach
monady, gdzie w przypadku liczby nieparzystej pozostaje jedna ,kropka” na §rodku. Tymczasem,
znamy tlumaczenia tego zagadnienia (np. u Nikomachosa z Gerazy, Introductio 17, 1 8) wyjasniajace
to zagadnienie bezposrednio niepodzielnoscia jedynki i operujace szeregami monad ustawionymi
jeden za drugim. Podstawowa jest tu zdolno$¢ liczby parzystej do posiadania czeéci rownych. Liczba
nieparzysta moze by¢ dzielona tylko na czgéci rozne.

24 Warto przypomnie, ze wszystkie te dziela jednoznacznie odrézniajg liczby od wielkosci geo-
metrycznych i z tego rozréznienia wyprowadzaja podziat nauk matematycznych. Wszystko to jest
skutkiem odkrycia niewspotmiernoSci, a wigc wynika z istoty rzeczy, a nie z przekazéw i lektury.
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fakt, z ktérym nalezalo si¢ pogodzi¢ i ktérego nie mozna bylo zmienié. Grecy
znalezli niezbity, porazajacy dowdd bipolarnosci (diadycznosci) $wiata, a ,,parzyste
1 nieparzyste”, ,,wspOtmierne i niewspdtmierne” byly tak samo przeciwstawne
jak ,dobre i zle”, ,jasne i ciemne” czy ,meskie i zefiskie”. Dlatego niewspoi-
mierno$¢ wymieniana jest wsrdd rzeczy budzacych najwigksze zdumienie - i to
przez Filozofa, dla ktérego ze zdziwienia rodzi si¢ filozofia.
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An Apology of Pythagorean Mathematics

Key words: Pythagoras, incommensurability, philosophy of mathematics,
history of mathematics, history of philosophy

The paper emphasizes the role of ancient mathematics in the philosophical
considerations in Pythagorean school and contains a reconstruction of some
basic mathematical ideas which help to explain many of the early-Pythagorean
fragments. Some contributions to the discovery of incommensurability within
Pythagorean school are discussed. Their importance for mathematics cannot
be overestimated. Then the course of mathematically oriented inquiries is set
against some purely philological studies.



