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Dlaczego nie ma matematycznych
mozliwych Swiatow?

Stowa kluczowe: mozliwy swiat, realizm matematyczny, full-blooded Platonism, iden-
tycznos¢

Wstep

Dos¢ powszechny jest poglad iz to, jakie sa prawdy matematyczne, nie zalezy
od zadnych faktéw o charakterze przygodnym. Prawdy matematyczne sg nieza-
lezne od aktualnego ukladu faktow, a zatem sa konieczne - czy, méwiac inaczej
~ obowiazuja we wszystkich mozliwych §wiatachl.

Taka teza nie jest — moim zdaniem - jasna. W jawny lub niejawny spos6b
zaangazowane s3 W nig pojecia takie, jak: konieczno$¢, mozliwy Swiat, praw-
da konieczna, prawda logiczna, niesprzeczno$¢. Niejako ,,na styku” tych pojeé
pojawia si¢ szereg probleméw domagajacych si¢ dyskusji i wyjasnienia, gdyz
bezkrytyczne uzycie tych pojgé prowadzi do plataniny niejasnych tez. Zadaniem
niniejszego artykufu jest zwr6cenie uwagi na te trudnosci i dokonanie przynaj-
mniej czeSciowej eksplikacji uzywanych pojec. Analizy te prowadza do wniosku,
Ze pojecie matematycznego mozliwego §wiata jest niejasne, prowadzi do licznych
trudnosci i nie wnosi nic do dyskusji filozoficznych dotyczacych matematyki.

Pojecia modalne s3 uzywane w dyskusji dotyczace;j filozofii matematyki zar6w-
no przez antyrealistow, jak i przez (niekt6rych) realistow. Mowigc w pewnym
uproszczeniu, antyrealisci odwoluja si¢ do pojg¢ modalnych, aby uwolni€ si¢ od
ontologii obiektow abstrakcyjnych. Reali§ci natomiast postuguja si¢ tymi poje-
ciami, aby zdaé sprawe z intuicji dotyczacych bogactwa Swiata matematycznego
i obiektywnosci matematyki. Wigcej uwagi poSwigcg problematyce poj¢¢ modal-

1 Realista powie: obiekty matematyczne sa pozaczasowe, pozaprzestrzenne, ich wiasnofci nie
maja zadnego zwiazku z tym, co si¢ akurat dzieje w $wiecie (ile jest gatunkéw pajakoéw czy jaka
jest stata grawitacji).
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nych z punktu widzenia stanowiska realistycznego, ale — dla petnosci obrazu
~ przedstawig¢ réwniez krétko problem uzycia poje¢ modalnych przez antyreali-
stow (zwlaszcza ze niektdre problemy sa wsp6lne dla obu stanowisk).

W artykule bgdg postugiwal si¢ pojgciem mozliwego §wiata wylacznie w odnie-
sieniu do matematyki. Nie chodzi wigc o mozliwe §wiaty w pelnym znaczeniu
tego stowa (zawierajace np. inne gatunki zwierzat), ale wylacznie o mozliwe
Swiaty (struktury) matematyczne.

I. Mozliwe $§wiaty antyrealistow

AntyrealiSci odwoluja si¢ do pojgcia mozliwosci, dokonujac swoistego ,,wymo-
dalizowania” obiektow matematycznych. W miejsce tez dotyczacych rozumianej
klasycznie prawdy pojawiaja si¢ stwierdzenia oparte na pojgciach modalnych.
Taki zabieg jest dokonywany m.in. przez Chiharg i HellmanaZ.

(1) Chihara stara si¢ zachowa¢ kategori¢ prawdziwoSci zdafn matematycznych
bez przyjmowania realistycznej ontologii. Wprowadza wigc kategori¢ mozliwych
konstrukcji jgzykowych. Zdania matematyczne odnosza sig¢ wlasnie do mozliwosci
wykonania konstrukeji j¢zykowych w mozliwych jezykach, a nie do istniejacych
niezaleznie od matematycznego j¢zyka abstrakcyjnych obiektow. Stanowisko
Chihary mozna wigc uzna¢ za kombinacj¢ dwéch stanowisk: ,realizmu co do
wartosci logicznej” oraz ,antyrealizmu co do ontologii”3. Zachowana zostaje
wowczas kategoria prawdy matematycznej, ale wyeliminowane zostaja zobowia-
zania ontologiczne dotyczace istnienia obiektéw matematycznych.

Nosnikiem prawdy matematycznej jest wigc mozliwo§¢ wykonania pewnych
konstrukeji jezykowych®. Nie chodzi tu bynajmniej o konstruowanie samych

2 Ideg wyeliminowania kategorii (pozajgzykowych) obiektow matematycznych na rzecz pojeé
modalnych mozna znalezé w pracy [Putnam 1967]. Autor proponuje uznanie pojg¢ modalnych za
pierwotne, nie za zdefiniowane w teoriomnogosciowej semantyce. Taki zabieg pozwoli nam na
uwolnienie si¢ od zobowiazaf ontologicznych zwigzanych z przyjeciem referencjalnej semantyki
dla zdaf matematycznych i na reinterpretacj¢ zdafi matematycznych w antyrealistycznym duchu.
Ontologia obiektéw abstrakcyjnych ma wigc zosta¢ wyeliminowana na rzecz zalozeit dotyczacych
mozliwosci istnienia pewnych obiektéw. Odwrotnie zatem niz przy konstruowaniu semantyki typu
Kripkego (gdzie modele sa zdefiniowane jako teoriomnogo$ciowe struktury relacyjne), tu mamy
do czynienia z reinterpretacja zdaf matematycznych przy uzyciu pojg¢ modalnych (traktowanych
jako pierwotne). Putnam twierdzi np., Ze prawdziwos¢ zdaf arytmetycznych znaczy jedynie tyle, ze
aksjomaty arytmetyczne w konieczny sposob implikujg pewne twierdzenia, a nie Ze s3 prawdziwe
na temat pewnych pozajgzykowych obiektéw.

3 W literaturze uzywane sa okreslenia (anti)realism in truth-value oraz (antijrealism in ontology.

4 ,Podstawowa idea w moim podejéciu jest stworzenie systemu matematycznego, w ktdrym
twierdzenia egzystencjalne tradycyjnej matematyki zostang zastapione twierdzeniami dotyczacymi
konstruowalnosci: tam, gdzie w tradycyjnej matematyce twierdzi sig, ze taki-to-a-taki obiekt istnieje,
w tym systemie pojawig si¢ twierdzenia dotyczace konstruowalnosci” [Chihara 1990, 25].
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obiektéw matematycznych, ale pewnych konstrukcji jezykowych3, za§ podstawowe
pojgcie techniczne systemu Chihary to pojgcie tzw. zdania otwartegoS. Poja-
wiaja si¢ stwierdzenia dotyczace konstruowalnosci takich zdan, ktérych ogdlna
postac to: ,mozliwe jest skonstruowanie zdania otwartego takiego, ze...”. Takie
stwierdzenia dotycza mozliwo§ci wykonania ciggu pewnych czynnoéci przez uzyt-
kownikéw jezyka (w tym przypadku - jezyka matematycznego)’. Chihara méwi
tu o tzw. logicznej przestrzeni zdafh otwartych, twierdzac jednak, ze to pojecie
wprowadza wylacznie w celach ilustracyjnych — nie postuluje bowiem istnienia
takiej przestrzeni jako abstrakcyjnego bytud. Zdaniem Chihary, teoria przestrzeni
logicznej zdafi otwartych pozwala na eliminacj¢ zalozefi o istnieniu obiektéw
abstrakcyjnych, pozwalajac na rekonstrukcje niezbgdnych w zastosowaniach
technik [Chihara 1990, 94]°. Wykorzystanie poj¢¢ modalnych pozwala wigc na
zachowanie kategorii prawdziwo$ci zdaii matematycznych oraz na przypisanie
matematyce interpretacji (cho¢ oczywiScie taka interpretacja nie ma nic wspél-
nego z interpretacjag w rozumieniu realistow). Nie wigze si¢ jednak z przyjeciem
tezy modalnego realizmu w zadnym sensie, za$ pojecia modalne traktowane sa
jako pierwotne, aby unikng¢ zobowigzaf do uznania istnienia mozliwych §wiatéw
traktowanych przedmiotowo.

(2) Hellman dokonuje rekonstrukcji teorii matematycznych w ramach tzw.
modalnego strukturalizmu!0, Podobnie jak Chihara, Hellman zachowuje kategorig
prawdziwosci zdah matematycznych, ale bez realistycznej ontologii. Podana przez
Hellmana ogo6lna charakterystyka matematyki to: ,matematyka to swobodne
badanie strukturalnych mozliwo$ci w ramach odpowiednich §rodkow deduk-
cyjnych” [Hellman 1989, 6]. Jest to wigc stanowisko antyrealistyczne, w mys$l
ktorego obiekty matematyczne nie istniejg, za§ matematyka dotyczy mozliwych

5 Nie nalezy wigc bynajmniej {aczy¢ stanowiska Chihary ze stanowiskiem matematycznego
konstruktywizmu.

6 Chihara proponuje wtasny formalizm, kt6ry opiera si¢ na @-sortowym rachunku predykatow
(stanowiacym pochodna teorii typ6w Russella) z dodatkowym operatorem, tzw. kwantyfikatorem
konstruowalnosci (constructibility quantifier). W tym systemie, zamiast kwantyfikacji odnoszacej sig
do zbiordw i relacji nalezenia, mowa jest o mozliwych zdaniach i o relacji spetniania.

7 W miejsce twierdzen egzystencjalnych (dotyczacych np. istnienia liczb, przestrzeni funkcyj-
nych, rozmaitoSci efc.) wystgpuja wige zdania dotyczace mozliwo$ci wykonania pewnych konstrukcji
jezykowych.

8 Chihara twierdzi iz to, ze jaka$ konstrukcja jest mozliwa do przeprowadzenia, nie znaczy
wcale, ze kto$ tg konstrukcj¢ faktycznie przeprowadzil, ani nawet, ze wiemy, jaki jest sposob
przeprowadzenia tej konstrukcji. Znaczy jedynie tyle, ze ,w logicznej przestrzeni zdafn otwartych
jest dostatecznie duzo miejsca, aby skonstruowaé dane zdanie otwarte” [Chihara 1990, 48).

9 Chihara uwaza problem zastosowaf matematyki za istotny dla dyskusji dotyczacych ontologii
matematyki — w szczegdlInosci zgadza si¢ z tym, ze poddanie rekonstrukcji teorii matematycznych
winno umozliwiaé réwniez zrekonstruowanie technik potrzebnych w zastosowaniach.

10 Inspirowany jest wigc zaréwno watkami strukturalistycznymi w filozofii matematyki, jak
i pomysiem potraktowania poj¢¢ modalnych jako pierwotnych.
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struktur - i to wla$nie mozliwo$¢ istnienia struktur jest no$nikiem prawdy mate-
matyczne;j.

Podstawowg rolg w koncepcji Hellmana odgrywa idea podania parafraz zdan
matematycznych (ktdre prima facie méwia o pewnych obiektach) jako zdan
modalnych. W swojej pracy dokonuje takiej modalnej rekonstrukgji kilku teo-
rii, tutaj bgde odwolywat si¢ jedynie — w charakterze ilustracji — do arytmetyki
liczb naturalnych. Wypowiedzi o liczbach przybierajg forme ,,gdyby istniat pewien
w-ciag!l, to zachodzifoby w nim zdanie o”, zamiast ,,zdanie o jest prawdziwe
w strukturze liczb naturalnych”. W mysl koncepcji Hellmana nie méwimy o ist-
nieniu struktur matematycznych i prawdziwosci zdaf matematycznych, ale o tym,
ze - gdyby istniala odpowiednia struktura — to zdanie to bytoby prawdziwe (jest
to tzw. skfadowa hipotetyczna koncepcji Hellmana).

Z punktu widzenia problemu mozliwych §wiatéw ciekawsza jest tzw. sktadowa
kategoryczna koncepcji Hellmana. Nie ma ona charakteru warunkowego, ale
moéwi o mozliwosci istnienia pewnych struktur!2, Miejsce tez egzystencjalnych
zajmujg tezy o charakterze modalnym, wyrazajace mozliwo$¢ istnienia struktur
odpowiedniego typu, oraz konieczno$¢ zachodzenia w tych strukturach odpo-
wiednich zdai. Nalezy podkresli¢, ze Hellman przyjmuje jedynie tezy dotyczace
mozliwosci istnienia struktur, a nie istnienia mozliwych struktur. Tej zasady bardzo
skrupulatnie przestrzega w swoich formalnych rekonstrukcjach teorii matema-
tycznych.

Wspdlne dla tego typu strategii antyrealistycznych jest przekonanie o tym, zZe
pojecie modalne mozna interpretowaé bez kategorii mozliwego §wiata rozumia-
nego obiektowo. Ani Hellman, ani Chihara nie s3 modalnymi realistami (jak np.
Lewis), nie przyjmuja istnienia possybiliow, za§ méwienie o mozliwych §wiatach
traktujg jako zabieg heurystyczny. Chihara méwi o mozliwych konstrukcjach
w mozliwych jezykach, deklarujac jednoczesnie, ze przyjecie tezy o wykonalnosci
pewnych konstrukcji nie prowadzi do zadnych ontologicznych deklaracji. Row-
niez Hellman postuguje si¢ pojeciami modalnymi, ale bez angazowania pojgcia
mozliwej struktury — i bardzo skrupulatnie dba o to, aby nie pojawialy si¢ zadne
zobowiazania do possybiliow. Pojecia modalne sa wigc traktowane jako pojecia
pierwotne i nie jest dla nich postulowana teoriomodelowa semantyka mozliwych
Swiatow.

11 Strukturaliéci nie traktujg liczb jako obiektéw majacych wewne¢trzng naturg, ale jako miejsca
w pewnej strukturze. Dlatego méwig o w-ciagu, a nie o klasie liczb naturainych traktowanych jako
obiekty (gdzie w-ciag to ciag o strukturze liczb naturalnych, czyli: 0, 1, 2, 3...).

12 ' W przeciwnym razie zdanie typu ,,gdyby struktura X byta w-ciagiem, to prawdziwe byloby
w niej zdanie o”, w przypadku gdyby faktycznie nie istniala struktura X, byloby pusto spelnione
dla dowolnego zdania o, co jest sprzeczne z intuicjami. Dlatego potrzebna jest skladowa katego-
Tyczna.
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Uwazam, zZe strategia proponowana przez Chihar¢ i Hellmana nie jest sku-
teczna i tworzy wigcej probleméw filozoficznych niz rozwiazuje!3. Problematyczne
jest zwlaszcza traktowanie pojg¢ modalnych jako pierwotnych.

II. Mozliwe §wiaty z punktu widzenia realizmu

W pierwszej kolejnosci przedyskutuj¢ problem z punktu widzenia platonizmu
Godla oraz realizmu Quine’a, a nast¢pnie z punktu widzenia stanowiska ,,pet-
nokrwistego platonizmu” Balaguera, traktujac je jako punkt wyjscia do rozwazan
o ogélniejszym charakterzel4.

1. Quine i mozliwe §wiaty

Najszerzej dyskutowanym we wspélczesnej literaturze argumentem na rzecz mate-
matycznego realizmu jest argument Quine’a, ktory prowadzi do tzw. quasi-empi-
rystycznej wersji realizmu matematycznego!S. Podstawa argumentacji Quine’a
jest obserwacja, ze matematyka jest niezb¢dna w nauce.

Quine wychodzi od obserwacji, iz punktem wyjScia tworzenia wszelkich teorii
naukowych sa dane zmystowe, ktdre podlegaja interpretacji, aby utworzy¢ sp6jny
i efektywny obraz $wiatal6, Kiedy tworzymy teorie naukowe, istotny jest mecha-
nizm postulowania przedmiotéw, swoistego poszerzania ontologii, aby uprosci¢
teorie i nada¢ im bardziej operatywna posta¢. Mamy w szczeg6lnosci do czynienia
z mechanizmem reifikacji, postulowania obiektéow pewnego typu. Mamy z nim
do czynienia juz w fazie tworzenia naszego zdroworozsadkowego obrazu $wiata,
kiedy to postulujemy istnienie przedmiotéw fizycznychl?.

13 Czytelnik zainteresowany szczegolowa analizg znajdzie ja np. w [Wojtowicz 2003].

14 W tradycyjnych dyskusjach dotyczacych wspdlczesnego realizmu matematycznego mowito
si¢ 0 dwdch glownych jego reprezentantach: Godlu i Quinie (por. np. [Maddy 1989] czy [Shapiro
2000)). Jednak propozycja ,,pelnokrwistego platonizmu” Balaguera wywolala na tyle Zywe zainte-
resowanie, Ze uwazam za wiasciwe uwzgledni¢ réwniez to stanowisko — zwlaszcza ze inspiruje do
postawienia pewnych ogdlnych pytad dotyczacych matematycznego realizmu.

15 Stanowisko Quine’a jest powszechnie znane, nie bgdg go tu wige szczegblowo omawial.
Zainteresowany Czytelnik znajdzie prezentacjg i analizg w [Wojtowicz 2003].

16 W szczeg6Olnosci np. wybieramy fizykalistyczny, a nie fenomenalistyczny aparat pojgciowy,
gdyz upraszcza to nasz opis sprawozdaf z do§wiadczenia. ,Eaczac oddzielne doznania zmystowe
i traktujac je jako percepcje jednego przedmiotu, ujmujemy bogactwo naszych doznafi w prostym
i operatywnym schemacie pojgciowym. Przyporzadkowywanie danych zmystowych przedmiotom
zewngtrznym jest [...] podyktowane zasadg prostoty: wezeSniejsze i pdZniejsze wrazenie okraglosci
taczymy z ta samg moneta lub z dwiema réznymi monetami, kierujac si¢ postulatem maksymalnej
prostoty naszego calo§ciowego obrazu $wiata” [Quine 1953a, 31}

17 Przedmioty fizyczne sg pojgciowo wnoszone do sytuacji jako wygodne ogniwa posredniczace
— nie przez definiowanie ich w terminach do§wiadczenia, lecz jako nieredukowalne byty postulo-
wane” [Quine 1953b, 67].
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Zdaniem Quine’a, jednostka sensu empirycznego jest cala teoria. I réwniez
ontologia danej teorii winna by¢ zaakceptowana w calosci (za$ technicznym
kryterium pozwalajacym na identyfikacjg ontologii jest tzw. kryterium kwantyfi-
katorowe, ktérego popularne sformufowanie ma postac ,,istniec to by¢ wartoscig
zmiennej”). Naklada to na nas obowigzek powaznego traktowania wszystkich
zobowiazafi ontologicznych danej teorii — w szczegblnosci dotyczacych obiek-
téw matematycznych. Przyjgcie realistycznej interpretacji matematyki jest zatem
wynikiem analiz metanaukowych, dotyczacych roli matematyki w naukach empi-
rycznych. To stosowalno$¢ matematyki jest kluczem do uzasadnienia realistycznej
tezy — i tym samym realistyczna interpretacja musi by¢ ograniczona do teorii
matematycznych znajdujacych zastosowanie w naukach empirycznych.

Quine byl niechg¢tnie nastawiony do uzywania pojg¢ modalnych, do stynne-
g0 ,$mietnika nieurzeczywistnionych mozliwosci”18. Mozna wigc przypuszczaé,
ze tezg o koniecznej prawdziwosci zdafi matematycznych uznalby nie tyle za
prawdziwg lub falszywa, co za pozbawiong sensu. Jednak niezaleznie od sympa-
tii samego Quine’a, warto zatrzyma¢ si¢ nad problemem, czy postugiwanie sig
pojeciami modalnymi i przyjecie tezy o koniecznej prawdziwosci zdan matema-
tycznych jest w ogble mozliwe do pogodzenia ze strategia argumentacji na rzecz
matematycznego realizmu oparta na fakcie stosowalno$ci matematyki w naukach
empirycznych.

Twierdze, ze nie jest. Otoz to, jaka teoria matematyczna zostanie uznana za
teorig zinterpretowana (eo ipso: jakie przyjmiemy tezy ontologiczne dotyczace
matematycznego §wiata) jest pochodng analiz dotyczacych zobowiazan ontolo-
gicznych teorii empirycznych. Teorii — dodajmy ~ opisujacych nasz §wiat. Mamy
prawo (i obowigzek) uznac istnienie obiektéw matematycznych tylko wtedy, jesli
wynika to z tych analiz. Nie kazda teoria matematyczna zastuguje wig¢c na rea-
listyczng interpretacjg, zalezy to bowiem od tego, czy znajduje odpowiednie
zastosowania w nauce. Realistycznie bgdziemy wigc interpretowaé np. teorig
liczb rzeczywistych, ale juz np. abstrakcyjnej teorii mnogo$ci odmdéwimy poza-
jezykowego odniesienia. Quine pisze:

Ta czg§¢ matematyki, ktora jest potrzebna w naukach empirycznych, ma ten sam status, co
reszta nauki. Pozaskoficzone rozgalgzienia maja ten sam status, o ile pelnia role upraszczajacego
usystematyzowania (simplificatory rounding out), jednak reszta ma status niezinterpretowanych
systemow [Quine 1984, 788].

Warto podkresli¢, ze Quine bardzo wyraZnie stwierdza, Ze s3 to niezinterpre-
towane systemy — nie méwi nic o np. mozliwych, lecz niezrealizowanych uni-
wersach. Nie jest to wigc wizja ,,oceanu mozliwoéci matematycznych”, z ktérego
wybieramy sobie niektére mozliwosci jako zaktualizowane. Jest to raczej 6w

18 Ktdry jest ,wylegarnia elementéw wywolujacych nieporzadek”, [Quine 1953a, 13).
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Quine’owski krajobraz pustynny, na ktérym od czasu do czasu pojawiaja si¢ byty
matematyczne (ale tylko wtedy, kiedy juz naprawde nie ma innego wyjscia). I sa
to oczywiscie byty aktualne, bo tylko takim mozna przypisa¢ status ontologiczny.
O innych (mozliwych, lecz niezaktualizowanych) bytach matematycznych w ogéle
w ramach takiej koncepcji nie moze byé mowy.

2. Godel i mozliwe Swiaty

Godel jest reprezentantem innej wersji matematycznego realizmu. Zupetnie
inaczej niz Quine argumentuje na rzecz realistycznej interpretacji matematy-
ki. Jego zdaniem, zalozenie o istnieniu obiektéw matematycznych jest réwnie
uzasadnione jak zalozenie o istnieniu obiektow fizycznych [Godel 1944, 220].
Przedmioty matematyczne tworzg porzadek niezalezny od rzeczywistosci fizycz-
nej i od badajacego je matematyka. Godel odrzuca wigc zdecydowanie wszelki
psychologizm; odrzuca tez oczywiScie neopozytywistyczna koncepcjg matematyki
jako skiadni jezyka naukil®.

Podstawowa dla matematyki teorig jest — zdaniem Godla - teoria mnogosci,
i aby w filozoficznie zadowalajacy sposdb wyjasni¢ status matematyki, konieczne
jest przyjecie realistycznej interpretacji teorii mnogo$ci. Uniwersum matematycz-
ne Gaodla jest wiec bardzo bogate?. Godel jest w odniesieniu do matematyki
poznawczym optymista: mozemy dazy¢ do coraz lepszego rozumienia poje¢ mate-
matycznych, postugujac si¢ zasadniczo dwoma podstawowymi metodami: analiza
pojec¢ oraz analiza owocnosci przyjmowanych aksjomatéw?!, Istnieje wigc jedno,

19 Krytyce tego stanowiska poswigcony jest (niepublikowany za Zycia Godla) artykul [Godel
1953/59].

2 Dla Godla swoistym ,,motorem napedowym” do przyjmowania silnej tezy realizmu bylo prze-
konanie o rozwigzywalnosci wszystkich dobrze postawionych probleméw matematycznych - takze
jesli wiaze sig to z koniecznoicia przyjmowania silnych zalozef ontologicznych.

21 O intuicji méwi nastgpujacy fragment: ,Pomimo ich [obiektow teorii mnogosci — K.W.]
oddalenia od danych zmyslowych mamy co§ w rodzaju percepcji obiektéw teorii mnogosci, co
wida¢ z faktu, ze aksjomaty narzucaja si¢ nam jako prawdziwe. Nie widz¢ powodu, aby mie¢ mniej
zaufania do tego rodzaju percepciji, tj. do intuicji matematycznej, niz do percepcji zmyslowej”
[Godel 1947/64, 271).

O drugim kryterium méwi za$ nastg¢pujacy fragment: ,[D]ecyzja dotyczaca ich prawdziwofci
jest mozliwa takze w inny sposdb, a mianowicie poprzez indukcyjng analizg¢ ich ,sukcesu”. Suk-
ces oznacza tutaj owocno§é w konsekwencje, w szczegélnosci w konsekwencje ,,weryfikowalne”,
tj. konsekwencje dowodliwe bez nowych aksjomatdw, ktdrych dowody z pomocg nowych aksjoma-
tow s3 jednakze zdecydowanie prostsze i fatwiejsze do odkrycia i umozliwiaja zawarcie w jednym
dowodzie wielu rédznych dowoddw. [...] Mozna jednak wyobrazi¢ sobie o wiele wyzszy poziom
weryfikowania. Mogg istnie¢ aksjomaty tak owocne w sprawdzalne konsekwencje, rzucajace tak
duzo $wiatla na cala dyscypling i dostarczajace tak silnych metod rozwiazywania probleméw (i to
rozwigzywania konstruktywnego, tak dalece, jak jest to mozliwe), ze niezaleznie od zagadnienia,
czy sa one wewngtrznie konieczne, powinny zosta¢ zaakceptowane przynajmniej w takim stopniu,
jak dowolna dobrze ugruntowana teoria fizyczna” [Godel 1947/64, 265].
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obiektywne uniwersum mnogo$ciowe, a naszym zadaniem jest poszukiwanie opisu
tego uniwersum, czyli mozliwie najbardziej precyzyjny opis pojgcia zbioru?2,

Uniwersum matematyczne Godla ma charakter absolutny. Pisat wigc o mate-
matyce obiektywne;j, ktora tworzy system zdan ,,prawdziwych w absolutnym sensie,
bez dodatkowych zalozefi” [Godel 1951, 305], odrdzniajac ja od matematyki
subiektywnej, skladajacej si¢ jedynie ze zdan dowodliwych. Uniwersum matema-
tyczne skiada sig ze zbioréw - i to zbiory sa podstawowa kategoria przedmiotéw
matematycznych. Godel postuluje wige jednorodna ontologig, tworzona przez
jedno uniwersum matematyczne, ktore poznajemy dzigki intuicji matematycz-
nej. Istnieje ono w sposdb obiektywny i niezalezny od matematykéw. Prawdy
matematyczne dotycza pojgé, ktdre ,tworza obiektywna rzeczywistos¢, ktdrej
nie mozemy tworzy¢ ani zmieniaé, ale jedynie postrzegac i opisywac” [Godel
1951, 320].

Nie ma w koncepcji Gédla miejsca na kategori¢ mozliwych Swiatow (uni-
wersOw) matematycznych. OczywiScie, nasze uniwersum matematyczne zawiera
(na mocy twierdzenia o pelno$ci) modele dla wszystkich niesprzecznych teo-
rii (w szczegblnosci dla réznych wariantow i modyfikacji teorii mnogosci), ale
tych modeli nie uznamy za mozliwe §wiaty (uniwersa) matematyczne. Inna jest
bowiem intuicja metafizyczna, zwigzana z rozumieniem mozliwego uniwersum:
te mozliwe §wiaty winny bowiem byé ontycznie niezalezne — méwiac obrazowo,
winny pelni¢ rol¢ réwnoprawnych uniwersow matematycznych, nie za$ formal-
nych modeli wewngtrz uniwersum. Zbiory to prawdziwe zbiory, za$ nalezenie
jest pewnga obiektywna relacja ontyczng zachodzaca mi¢dzy tymi zbiorami (a nie
interpretacjag pewnego dwuargumentowego predykatu w pewnej zdefiniowanej
formalnie strukturze relacyjnej). Warto podkreslié, ze sam Godel uwazal kate-
gori¢ prawdy matematycznej za kategori¢ metafizyczna, a nie formalna. Prawda
matematyczna jest dla Godla czym$ absolutnym, nie da si¢ zdefiniowac w ter-
minach technicznych. Godel oczywiScie zdawal sobie sprawg z tego, ze teorig
mnogosci mozna interpretowa¢ w réznych modelach - jednak nie przypisywat
temu faktowi wiekszego znaczenia filozoficznego. Z filozoficznego punktu widze-
nia istotne jest bowiem badanie tej jedynej, realnie istniejacej struktury mate-
matycznej, za$§ badania teoriomodelowe (oparte na definicji prawdy Tarskiego)
nie przynosza znaczacego postgpu w badaniach nad problemem prawdy mate-
matycznej?, Definicja spefniania jest jedynie pojeciem technicznym, kt6re nie

22 W szczegbinofei za dobrze postawiony uwazal np. problem poszukiwania prawdziwej war-
toéci kontinuum (choé oczywiscie zdawa! sobie sprawg z niezaleznoSci hipotezy kontinuum od
ZFC). W swoich badaniach Godel podejmowal proby znalezienia wiarygodnych aksjomatow, ktdre
pozwolilyby na rozstrzygnigcie tego problemu [Gddel 1970a, 1970b). Prob tych jednak nie mozna
uzna¢ za udane.

2 Prezentacje i analize pogladéw Godla na problem definicji prawdy Tarskiego mozna znaleZ¢
w [Krajewski 2003, 221-242)]. Krajewski przytacza uwagi Hintikki, ktéry twierdzi iz Godel pozostal
wierny idei logiki i jezyka jako uniwersalnego medium, ktéra wiaze si¢ z zalozeniem o jedynosci
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opisuje adekwatnie istoty prawdy matematycznej?4. Z punktu widzenia realizmu
Gadla nie mozna wigc méwi¢ o mozliwych strukturach i alternatywnych §wiatach
matematycznych. W koncepcji Godla jest jedno podstawowe pojgcie matema-
tyczne (nalezenie), ktére wyznacza nam niejako granice matematycznosci, jest
jedna kategoria ontyczna (zbiory) i jedno obicktywne uniwersum matematyczne
(ktére nie redukuje si¢ do pojecia modelu formalnego).

3. Realizm Balaguera

Stanowisko ,,pelnokrwistego platonizmu” (full-blooded Platonism — dalej bedg
si¢ postugiwal skrotem FBP) Balaguera wyrasta z intuicji §wiata matematyczne-
go jako zaludnionego wielkim bogactwem matematycznych tworéw?. Balaguer
precyzuje tg intuicj¢ w postaci tezy, ze wszelkie niesprzeczne teorie (koncepcje)
matematyczne maja swoje realizacje — czyli, ze kazda niesprzeczna teoria mate-
matyczna opisuje pewien fragment matematycznej rzeczywisto$ci?6, Sadz¢ zatem,
ze mozna t¢ teze przeformulowaé na stwierdzenie: istnieja wszystkie mozliwe
§wiaty matematyczne. Stanowisko FBP radykalnie r6zni si¢ wigc od stanowisk
realistycznych Quine’a czy Godla. Inspiruje do postawienia podstawowych pytai
dotyczacych rozumienia poj¢é modalnych w matematyce i bede je tu traktowal
jako punkt wyjScia do rozwazan ogélniejszej natury.

Mozliwe §wiaty (matematyczne) stanowia ontyczne korelaty teorii niesprzecz-
nych. Samo to stwierdzenie nie méwi jednak nic na temat ich natury, nie wyjasnia
réwniez, jak rozumieé pojgcie niesprzecznosci. Tradycyjna parafraza formalna
pojecia niesprzecznosci semantycznej (w stylu Tarskiego) opiera si¢ na poj¢ciach
teorii mnogosci: pojecie modelu, spetniania efc. definiowane sa w teorii mnogo-
§ci; twierdzenia metateoretyczne (np. twierdzenie o zwartosci czy pelnosci logiki
elementarnej) sa twierdzeniami teorii mnogo$ci. Mozna wigc powiedzieé, ze w tra-
dycyjnym ujgciu teoriomodelowym to teoria mnogosci dostarcza ,,ontologii tta”,
z ktérej czerpiemy zasoby do modelowania pojec i teorii matematycznych.

$wiata matematycznego (por. [Hintikka 1997}]). Tarski dopuszcza interpretacje jezyka w réznych
dziedzinach, natomiast Gddel postuguje si¢ poj¢ciem (wlasciwej) interpretacji w §wiecie matema-
tycznym.

24 Warto dodaé, ze Godel nie interesowal sig zbytnio burzliwym rozwojem teorii mnogoéci po
odkryciu przez Cohena na poczatku lat sze§¢dziesiatych metody forcingu. Zdaniem Wanga, Gédel
nie zajmowalby si¢ wspdliczesng teoria mnogosci ze wzglgdu na jej wysoce techniczny charakter
(fWang 1987, 208]). Badania techniczne winny by¢ bowiem - zdaniem Godla - jedynie Srodkiem do
celu, jakim jest poznanie prawdy o uniwersum matematycznym — a nie celem samym w sobie.

25 Szczegblowa prezentacje i dyskusjg tego stanowiska Czytelnik znajdzie w [Wojtowicz
2003].

% Jest to wigc bliskie czgsto wypowiadanemu przekonaniu, Ze w matematyce to niesprzecz-
noé¢ stanowi kryterium istnienia. Zdanie to uwazam za wysoce niejasne i wypowiadane czesto
w bezrefleksyjny sposob.
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Balaguer jednak traktuje pojecie niesprzecznosci jako pojgcie pierwotne,
odwolujac si¢ do koncepcji Fielda z [Field 1991]?7. Zdaniem Balaguera, aby
wiedzieé, ze pewna teoria matematyczna jest niesprzeczna, nie jest konieczne
uprzednie uzyskanie wiedzy na temat matematycznego uniwersum. Takie ujgcie
umozliwia — zdaniem Balaguera — wyjasnienie probleméw epistemologicznych
matematycznego realizmu. Skoro bowiem kazda niesprzeczna teoria T opisuje
jaki§ fragment matematycznego $wiata, to wiedza o niesprzecznosci teorii T
gwarantuje nam, Zze w ten sposéb uzyskujemy pewna wiedzg na temat (pewne-
go fragmentu) matematycznego §wiata. Dzigki temu mozemy rozwigza¢ jeden
z podstawowych probleméw stanowiska realistycznego, a mianowicie problem
epistemologiczny. Parafrazujac wyniki rozwazafi Balaguera w jgzyku mozliwych
§wiatéw, mozemy powiedzieé, ze w ten sposoéb uzyskamy wyjaSnienie Zrodet
wiedzy modalnej, dotyczacej mozliwych $wiatéw. Kluczem do wiedzy o §wiecie
matematycznym staje si¢ wiedza o niesprzecznosci teorii.

3.1. Kryterium identycznoéci i problem ujecia teoriomodelowego

W dyskusjach dotyczacych modalno$ci méwi si¢ m.in. o problemie identyczno-
§ci obiektow w réznych §wiatach, w szczegdlnoéci méwi si¢ np. o tym, ze ten
sam obiekt wystgpuje w réznych Swiatach (za§ w stabszej wersji: ze wystgpuja
odpowiedniki tego obiektu). Wydaje si¢ to by¢ zgodne z intuicjg, w my$] ktorej
kazdy z nas mogtby si¢ pojawi¢ takze w §wiecie, ktory r6zni si¢ od naszego tylko
tym, ze jest w nim o 1 komara mniej28. Czy podobne stwierdzenie (dotyczace
istnienia w ré6znych §wiatach) mialoby sens w odniesieniu do obiektéw matema-
tycznych? Innymi stowy: czy jest sens twierdzi¢ np., ze liczby naturalne 1, 2, 3...
efc. wystgpuja rowniez w innym $wiecie (np. takim, w ktérym nie istniejg zbiory

27 Field twierdzi, ze teoriomnogo$ciowa definicja niesprzecznofci nie stanowi adekwatnej formal-
nej parafrazy intuicyjnie rozumianego pojgcia niesprzecznosci. Jego zdaniem pojecie niesprzecznosci
logicznej ma pierwotny sens - niezalezny od pojeé niesprzecznoSci semantycznej i niesprzecznosci
syntaktycznej. Field formuluje nast¢pujgce postulaty znaczeniowe wyjasniajace sens tego pojgcia
niesprzecznosci (ktére odwotujg si¢ do semantycznego i syntaktycznego pojecia niesprzecznosci
[Field 1989, 32]):

(1) Jesli teoria T ma model, to jest logicznie niesprzeczna.

(2) Jesli teoria T jest logicznie niesprzeczna, to T nie dowodzi sprzecznosci.

Te zalezno$ci precyzuja w pewien sposob pojgcie niesprzecznosci logicznej, choé — podkresla
Field - nie stanowig jego definicji. Poj¢cie to ma bowiem znaczenie pierwotne, niezalezne od
naszego rozumienia i naszej akceptacji tez teoriomodelowych czy teoriodowodowych. Nie moze
- w ogOlnym wypadku - zosta¢ zredukowane ani do pojgcia posiadania modelu, ani pojgcia nie-
dowodzenia sprzecznosci (por. dyskusj¢ w [Wojtowicz 2001]).

Z krytyka teoriomodelowej eksplikacji pojecia niesprzecznosci wystapil Etchemendy w [Etche-
mendy 1990], twierdzac, iz nie odpowiada ona naszym preteoretycznym intuicjom. Krytyczne uwagi
wobec koncepcji Tarskiego zawiera tez praca [McGee 1992].

28 Nie podejmuje tu problemu, czy to jest mozliwe i czy akurat ubytek tego 1 komara nie spo-
wodowatby np. catkowitej katastrofy ekologicznej. Byé moze przykiad ten nie jest dobry, ale sadze,
Ze mozna sobie wyobrazi¢ §wiat, ktory r6zni sig od naszego tylko w bardzo lokalny sposdb.
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nieprzeliczalne, albo takim, w ktérym istnieja tylko liczby kardynalne nieskon-
czone Xy, Xj, X,,..., ale nie ma juz np. liczby X,29)?

Colyvan i Zalta, analizujac stanowisko FBP, zwracaja uwage na fakt, ze nie-
jasne s3 mechanizmy interpretacji terminéw jednostkowych, takich np. jak ,,zbiér
liczb naturalnych” [Colyvan, Zalta 1999, 345]. Jesli bowiem przyjmiemy - za
FBP - ze istnieja wszystkie mozliwe obiekty matematyczne, to w szczeg6lnoSci
istnieje jaka$§ ® na mocy np. ZFC+CH, jaka§ ® na mocy ZFC+—~CH etc®.
Gdzie nalezy szuka¢ desygnatu terminu ,,zbiér liczb naturalnych”?

Mamy do czynienia z ogélnym problemem: w jakim sensie (i czy w ogble) mozna
moéwic o tym, ze w réznych §wiatach pojawiaja sig te same obiekty matematyczne
(aw stabszym sformufowaniu: odpowiedniki tych samych obiektéw matematycz-
nych)? Ujecie teoriomodelowe oferuje do$¢ naturalne rozwiazanie tego problemu.
Niech T bedzie teoria, za§ Mod(T) klasa modeli dla tej teorii. Przypu§¢my, ze
twierdzeniem teorii T jest zdanie 3!x@(x) (istnieje dokladnie jeden obiekt o wlas-
nosci @). A zatem w kazdym modelu Me Mod(T) jest (dokladnie jeden) taki obiekt
aeM, ze w modelu M prawda jest ¢(a). Méwiac swobodnie, w kazdym modelu
M istnieje doktadnie jeden obiekt ae M, ktéry przez mieszkaficow modelu M jest
postrzegany jako obiekt posiadajacy wlasno$¢ ¢. Mozemy z czystym sumieniem
twierdzi€, ze w kazdym z modeli znajduje si¢ obiekt grajacy w nim pewng rolg
(w sensie: spelniajacy dany opis jezykowy). Jednak w takim ujeciu nie ma sensu
stwierdzenie, ze w roznych modelach wystepuje ten sam obiekt. Posiadanie wiasno-
Sci @ jest cechg danego obiektu tylko z punktu widzenia danego modelu, wigc nie
ma sensu zastanawianie si¢ nad tym, czy dany obiekt ma t¢ cech¢ naprawde3l.

W ujeciu teoriomodelowym mamy zewnetrzng metateori¢ oraz zewnetrzng
wontologi¢ tta” (background ontology), ktéra dostarcza nam dostatecznie duzej
iloSci struktur, aby interpretowaé teorie. W tym sensie mozna tez powiedzieé,
zZe przy spojrzeniu ,,z zewnatrz” te wszystkie obiekty, ktére z punktu widzenia
okreSlonych modeli s3 ,.$wiadkami” dla wtasno$ci ¢, moga mie¢ zupelnie inng
naturg. Jednak takie postawienie sprawy nie ma sensu z punktu widzenia same;j
teorii T. Modele dla T to pewne zbiory, na ktérych okreslono relacje. Zbiory

2 OczywiScie, w takich §wiatach nie bylyby spetnione wszystkie aksjomaty ZFC, bo z ZFC
wynika, ze liczba R, istnieje.

3 CH to skrot dla hipotezy kontinuum. Przez ZFC+CH i ZFC+—CH oznaczam odpowied-
nio teori¢ mnogosci ZFC z dodana hipoteza kontinuum i jej negacjie. Dodajmy tutaj, ze kazde
rozszerzenie ZFC (a takich rozszerzefi jest continuum) prowadzi do pewnego rozumienia pojecia
zbioru, kazde z nich opisuje pewien fragment matematycznej rzeczywisto§ci. Kazda z tych teorii
dowodzi istnienia zbioru liczb naturalnych.

31 Tu nasuwa si¢ stwierdzenie Quine’a, ktdry pisze, iz ,Sadze, ze w wypadku przedmiotow
abstrakcyjnych intersubiektywna tozsamo$é odniesienia nie ma uchwytnego sensu, jesli mialby on
polegaé na czym§ wiecej niz to, co znajduje wyraz w powodzeniu dialogu. Niemal to samo mozna
powiedzie¢ o przedmiotach konkretnych, gdy wykraczamy poza zasieg ostensji i rozwazamy przed-
mioty teoretyczne, takie jak czastki elementarne” {Quine 1998, 104). Jest to stanowisko antyesen-
cjalistyczne - i ujecie teoriomodelowe odpowiada takiej wlasnie intuicji.
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te ,mieszkaja” w uniwersum mnogoSciowym, ale z punktu widzenia teorii T
natura elementow zbioru tworzacego uniwersum modelu nie zadnego znaczenia.
Np. z punktu widzenia arytmetyki Peano nie ma znaczenia, czy dany model
jest zrobiony np. z kolejnych zbioréw w, P(w), P(P(®)), ... efc, odgrywajacych
w tym modelu rolg liczb 0, 1, 2... (rolg operacji nastgpnika bgdzie odgrywata
wowczas operacja tworzenia zbioru potggowego)32. To przestaje by¢ ,widoczne”
z punktu widzenia modelu - a wyrazem tego jest fakt, ze modele definiujemy
jedynie z doktadnoscig do izomorfizmu.

Sadze¢ jednak, ze ujecie teoriomodelowe nie stanowi trafnej eksplikacji prob-
lemu prawdziwosSci matematyki w mozliwych $wiatach (i wyjasnienia samego
pojecia mozliwego S$wiata). Tak rozumiane modele formalne nie odpowiadaja
intuicjom metafizycznym dotyczacym pojecia mozliwego $wiata.

Rozwazmy przyklad teorii mnogosci. Czy zgodzimy si¢, Zze mozliwe $wiaty
(teoriomnogo$ciowe) to po prostu modele dla (r6znych wersji) teorii mnogosci?
Pamigtajmy, ze model dla teorii mnogosci to struktura relacyjna (M, E), gdzie
E c M x M jest pewng dwuargumentowa relacja, stanowiaca interpretacj¢ predy-
katu nalezenia w danym modelu M. Ta interpretacja nie musi mieé¢ nic wspolnego
z prawdziwym nalezeniem (tzn. nalezeniem w uniwersum mnogo$ciowym V),
za$ same modele moga mie¢ charakter catkowicie sztuczny — moga to by¢ na
przyktad przechodnie modele przeliczalne. W takich modelach wszystkie zbiory
s3 (co najwyzej) przeliczalne, ale odgrywaja stosowne role z punktu widzenia
modelu M. Czy taki przeliczalny model przechodni uznamy za mozliwy §wiat
teoriomnogo$ciowy? Moim zdaniem, odpowiedzZ jest w jednoznaczny spos6b nega-
tywna. Mamy przeciez pewne intuicje metafizyczne dotyczace zbioréw i relacji
nalezenia - i nie rozumiemy ich w czysto formalny sposéb34.

32 Mozna za uniwersum modelu standardowego dla PA wzia¢ kolejne liczby kardynalne Xy,
R, X, ..., definiujac operacje arytmetyczne jako R, + R,= R,upm efc. Z punktu widzenia samej
arytmetyki nie ma oczywiscie sensu pytanie, czy przypadkiem roli liczby 7 w modelu nie odgrywa
jaki§ zbior nieprzeliczalny do§é duzej mocy. W samych modelach kryteria tozsamoSci obiektow sg
wyznaczone jedynie przez relacje wyrazalne w jgzyku, dla ktérego interpretacja jest 6w model (w
tym przypadku - jedynie przez formuly definiowalne w j¢zyku arytmetyki).

33 W kazdym modelu przeliczalnym jest jaki§ zbior, ktéry ,udaje” zbiér potggowy zbioru
liczb naturalnych (a wigc zbiér mocy kontinuum), jaki§ inny zbidr przeliczalny ,,udaje” liczbg
kardynalng R, (kt6ra istnieje na mocy aksjomatéw ZFC) etc. Na modelach mozna dokonywac
roznych operacji (np. forcing Cohena polega — w pewnym uproszczeniu ~ na konstruowaniu modeli
o zadanych wlasnoéciach przez ,dorzucanie” do danego modelu wyjéciowego M odpowiednich
element6w, por. np. [Kunen 1980]).

34 Zgadzam si¢ tu z Parsonsem, ktory pisze, iz: ,,Powazniejszy powdd traktowania strukturalizmu
jako falszywego pogladu na teori¢ mnogo$ci mozna wyprowadzi¢ z intuicji dotyczacych zbioréw
o ogdlniejszym ontologicznym charakterze. Na przyklad istnieje koncepcja zbioru jako ogétu »ukon-
stytuowanego« przez jego elementy, a wigc czegos, co jest ontologicznie zalezne od elementéw, ale
nie na odwrét. Dodaje to do relacji nalezenia pewna nowa tre$é, ciagle bardzo abstrakcyjng, ale
bedaca w sposob widoczny czymé wigcej, niz dopuscilby czysty strukturalizm” [Parsons 1990, 371].
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PowiedzielibySmy wiec, ze odpowiednikiem mozliwego §wiata winno by¢ raczej
uniwersum mnogoS$ciowe (nie rozumiane bynajmniej jako pojgcie techniczne,
takie jak pojecie modelu). Modele w tych uniwersach to modele z punktu
widzenia danego uniwersum - ale to nie te modele s3 mozliwymi §wiatami.
I tu pojawia si¢ — niejako poziom wyzej — pytanie o to, czy te uniwersa (moz-
liwe §wiaty) rzadza si¢ podobnymi prawami jak modele w danym uniwersum?
Czy np. obowiazuje ,metafizyczne twierdzenie o petnosci” (w tym sensie, ze
kazda koncepcja zbioru jest zrealizowana, nie tylko w postaci formalnych modeli
w danym uniwersum V, ale Ze istnieje takie uniwersum Vr dla kazdej teorii T)?
Taka ,metafizyczna teza o petnosci” bylaby juz teza metafizyczng per se, a nie
twierdzeniem ZFC3. Pojecie prawdy w danym uniwersum nie bedzie juz utoz-
samiane z poj¢ciem spetniania w modelu. Nie mozna wigc zaakceptowaé ,,alge-
braizacji” teorii mnogosci, w ramach ktérej matematykowi chodzi o konstru-
owanie czysto formalnych modeli, spetniajagcych odpowiednie aksjomaty, nie
za$§ o poszukiwanie odpowiedzi na pytanie o to, jak naprawde wyglada ,Swiat
matematyczny”36, W takim ,zalgebraizowanym” ujeciu pytania o nature¢ zbioréw
ustgpuja miejsca czysto technicznym problemom. W ten formalistyczny sposéb
rozwija si¢ wspdlczesna teoria mnogosci, catkowicie abstrahujac od metafizycz-
nych intuicji i pogladéw twdrcow teorii mnogosci, ktére stanowily dla nich inspi-
racje. W miejsce probleméw filozoficznych pojawiajg si¢ problemy dotyczace
czysto technicznych aspektéw pojecia relatywnej niesprzecznosei i speiniania
w sztucznie konstruowanych modelach. W mysl tego stanowiska, algebraizacja
pozwala na czysto techniczne podejscie do teorii mnogosci, za§ ,,prawdziwos¢”
przestaje by¢ pojeciem metafizycznym dotyczacym rzeczywistosci i staje sig jedynie
terminem technicznym. Taki punkt widzenia jest jednak nie do zaakceptowania,
jesli chcemy postugiwaé si¢ pojeciem mozliwego $wiata.

3.2, Granice matematyczno§ci
Skoro méwimy o tym, ze kazda niesprzeczna teoria matematyczna opisuje pewien
fragment matematycznego $wiata, musimy mie¢ do dyspozycji jakie§ kryterium
bycia teoriag matematyczna. I tu pojawia si¢ problem, jak mamy patrze¢ na
matematyke:

(1) jako na zestaw teorii, sformutowanych w réznych jgzykach, postugujacych
si¢ réznymi systemami pojeé, technik, o réznych standardach Scistosci, ktore
wprawdzie przenikaja sig ze soba, ale nie tworzg jednolitej, zamknigtej struktury;

35 Zauwazmy na marginesie, Ze do udowodnienia twierdzenia o petnosci potrzebny jest pewnik
wyboru, a wi¢c zaloZenie par excellence teoriomnogosciowe,

36 Mowie o algebraizacji, aby podkreslic, iz w takim ujeciu na teori¢ mnogosci patrzymy podob-
nie jak na teorig¢ grup — formalng teori¢ pozbawiona modelu zamierzonego, lecz opisujaca bardzo
szerokg klasg struktur.
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(2) jako na co$, co wyrasta z jednolitego systemu pojg¢, a poszczeg6lne teorie
matematyczne stanowia jedynie swoiste uszczegbétowienia tej fundamentalne;j
teorii.

Za drugg interpretacja przemawia fakt, Ze praktycznie cala matematyka daje
si¢ zrekonstruowa¢ w teorii mnogosci — a wigc to teoria mnogosci jest taka
naturalng kandydatka na teori¢ podstawowa3’. Z drugiej jednak strony, system
pojeé np. arytmetycznych, geometrycznych, probabilistycznych etc. bynajmniej nie
wyrasta z teorii mnogosci, ale z catkowicie nieteoriomnogos$ciowych inspiracji. Te
systemy pojec postrzegamy jako autonomiczne, za$ na teori¢ mnogosci patrzymy
jako na narzedzie formalnej rekonstrukceji, swoistej formalnej idealizacji pojgé
matematycznych. Jest to jednak tylko pewnego rodzaju idealizacja czy parafraza
poje¢ majacych swoj pierwotny, nieteoriomnogosciowy sens38,

Analiza tego zagadnienia wykracza zdecydowanie poza ramy niniejszej pracy.
Nalezy jednak zauwazy¢, ze problem ten ma istotne skutki z punktu widzenia
dyskusji ontologicznych. Jesli przyjmiemy tezg o teoriomnogosciowosci matema-
tyki, to za warunek konieczny bycia teorig matematyczng uznajemy fakt interpre-
towalnosci w teorii mnogosci (eo ipso teorii, ktére takiej interpretacji by si¢ nie
poddawaly, nie uznamy za teorie matematyczne). Nie jest jednak wcale oczywiste,
ze taka teza o teoriomnogoS$ciowosci jest zasadna3d. Jesli jednak odrzucimy te
teze, to na jakiej podstawie mielibySmy twierdzié, ze pewien zbior zdan nalezy
uzna¢ za teori¢ matematyczna (ktéra tym samym — zgodnie ze sztandarowa teza
FBP - opisuje pewien fragment matematycznego §wiata)?

Przyjecie tezy ontologicznej, w my$] ktorej obiekty matematyczne sa reduko-
walne do zbiordw (czyli po prostu, ze podstawowymi obiektami matematycznymi
sa zbiory), jest nie do przyjgcia dla zwolennika FBP - twierdzi on bowiem, ze
istniejg wszystkie logicznie mozliwe obickty matematyczne, a nie tylko obiekty
matematyczne pewnego okreslonego typu (czyli zbiory). Balaguer jawnie twier-
dzi, ze teoria mnogosci jest po prostu jedng z wielu teorii, ktéra bynajmniej nie
jest metafizycznie wyrézniona. Zwolennik FBP powinien konsekwentnie przyjac
stanowisko liberalne. To jednak prowadzi do ,,rozmycia” poj¢cia matematyczno-

37 Takie jest np. stanowisko Godla.

38 Qdrgbnym problemem jest to, czy rekonstrukcja teoriomnogo$ciowa faktycznie dobrze ujmuje
pierwotne intuicje wigzane np. z pojgciami geometrycznymi czy analitycznymi. Nalezy tez dodad,
ze postugiwanie si¢ ta idealizacjg prowadzi do swoistych artefaktow, np. niestandardowych model,
powstajacych w wyniku przyjecia ,,rozdgtej” ontologii mnogosciowe;.

39 Nie ma tu miejsca na szczegblowa analiz¢ problemu, ale mozna twierdzié, Ze teoriomnogos-
ciowa rekonstrukcja jest wladnie jedynie rekonstrukcjg, ktéra nie zdaje sprawy z ontycznej natury
obiektéw matematycznych. Za takim ujgciem przemawiaja racje np. uznania liczb za obiekty, a nie
za zbiory. Szereg argumentéw przeciwko teoriomnogoSciowej rekonstrukcji podajg strukturalisci
(por. np. [Shapiro 1997], [Resnik 1998]) czy zwolennicy teoriokategoryjnej rekonstrukcji matematyki
(por. np. [Awodey 1996)).
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Sci i powaznych trudnosci - gdyby$my chcieli postugiwac si¢ wowczas pojeciem
mozliwego §wiata.

Przy takim bardzo malo precyzyjnym rozumieniu poj¢cia teorii matematycznej
i pojecia ontycznego korelatu dla teorii matematycznej pojawiaja si¢ trudnosci
zwigzane z problemem referencji’. Jak wéwczas mielibySmy w ogble rozumieé
pojgcie mozliwego §wiata? Taki mozliwy $wiat mialby by¢ ontycznym korelatem
dla niesprzecznej teorii matematycznej — ale sami nie za bardzo wiemy, co
zastuguje na miano teorii matematycznej! W tej sytuacji méwienie o mozliwych
Swiatach traci uchwytny sens.

3.3. Swiaty mozliwe a $wiat aktualny

Jednym z podstawowych przekonan realisty matematycznego jest to, ze wiedza
matematyczna ma obiektywny charakter. Swobodnie méwiac, realista twierdzi,
ze na (przynajmniej niektére) pytania matematyczne mozna znaleZ¢ obiektyw-
ne odpowiedzi. Jednak przyjecie koncepcji mozliwych §wiatéw matematycznych
prowadzi do rozmycia pojgcia wiedzy matematycznej i pozbawienia jej statusu
obiektywnosci.

Ma to zwigzek z naszym rozumieniem pojgcia prawdy matematycznej. Za
bezdyskusyjne przyjmujemy zalozenie, ze realista ma prawo si¢ ta kategorig
postugiwad. Jak nalezy rozumie¢ pojgcie prawdy matematycznej — jako prawdy
w kazdym mozliwym §wiecie czy jako prawdy w §wiecie aktualnym? Ani Quine,
ani Godel nie majg takich probleméw - méwia bowiem wylacznie o §wiecie
aktualnym*l. Jak poj¢cie prawdy matematycznej miatby rozumie¢ zwolennik
FBP? Czy moze on méwi¢ o $wiecie aktualnym i w szczegdlnoéci podaé kryte-
rium zidentyfikowania tego $wiata? Pojecie $wiata aktualnego jest przedmiotem
dyskusji w kontekstach modalnych (za§ w ujeciu formalnym wprowadzany jest
operator aktualnosci @). Intuicje kryjace si¢ za tym pojeciem (tak jak ja je
rozumiem) s3 proste: nasz §wiat jest wyrézniony w ten sposob, zZe jest §wiatem
aktualnym, inne s3 jedynie mozliwe.

40 Zwraca na to uwage np. Cheyne (jego uwagi dotycza koncepcji FBP, ale zarazem majg
charakter ogélny). Zauwaza, ze w sytuacji, w ktorej nie zostal opisany mechanizm odnoszenia
si¢ terminéw matematycznych do obiektow (tak jak to jest w przypadku FBP), teza FBP staje
si¢ pozbawiona sensu i nie wiadomo, co wlaSciwie oznacza. Cheyne odwoluje si¢ do nastgpujacej
ilustracji: aby stwierdzi€, czy Jabberwocky opisuje ktory$ z mozliwych $wiatéw istniejagcych w mysl
stanowiska modalnego realisty Lewisa, konieczne jest uprzednie ustalenie referencji termindéw. Nie
mozna bowiem inaczej w ogéle zrozumieé, czego dotyczy Jabberwocky — i tym samym stawianie
tezy dotyczacej istnienia mozliwego $wiata opisanego przez Jabberwocky nie mialoby sensu [Cheyne
1999, 172}.

41 Godel twierdzil, ze teorig opisujaca Swiat matematyczny jest teoria mnogosci (a odpowiedzi
na pytania otwarte nalezy poszukiwaé na drodze analizy poj¢é i owocnosci aksjomatéw). Quine
twierdzil, Ze teorig opisujaca Swiat matematyczny mozna zidentyfikowaé poprzez analizg zobowiazaf
ontologicznych teorii zmatematyzowanych. Obaj mdowig wigc o obiektywnej wiedzy matematycznej.
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Jednak w my§l stanowiska FBP wszystkie koncepcje (teorie) matematyczne sa
réwnoprawne. Wszystkie teorie matematyczne maja swoje odpowiedniki ontyczne,
kazda z nich odnosi si¢ do pewnego fragmentu uniwersum matematycznego.
Zarazem jednak zadnej z nich nie mozna wyrdzni¢ jako teorii, ktéra opisuje
§wiat matematyczny, jako ,,The Theory”. Kazda teoria matematyczna opisuje
pewien §wiat (uniwersum) matematyczny. W jakich relacjach ontycznych sg te
uniwersa? Czy te relacje sa opisane w jakiej$ ogdlniejszej ,,hiperteorii”?

Pytania te maja charakter spekulatywny, ale je§li chcemy przyja¢ koncep-
cj¢ mozliwych uniwerséw (rozumianych per se, a nie jako modeli w uniwersum
teoriomnogos$ciowym) i zarazem szerokie, liberalne rozumienie granic matema-
tycznosci, to trzeba te pytania postawiC. I nie wyglada na to, aby mozna byto
znalez¢ zadowalajace odpowiedzi.

I11. Podsumowanie

Pojgcia modalne s3 uzywane przez antyrealistow, aby wyeliminowaé ontologi¢
obiektow matematycznych. Nie zast¢puja oni jednak ontologii obiektow mate-
matycznych ontologia abstrakcyjnych possybiliéw, ale traktuja pojg¢cia modalne
jako pierwotne, przyjmujac — w miejsce zalozefi ontologicznych, dotyczacych
abstrakcyjnych bytéw — zalozenia ,ideologiczne”, dotyczace pierwotnosci pojgé
modalnych. Zalozenia te sa jednak kontrowersyjne.

Godel i Quine nie postuguja si¢ w ogéle kategoria mozliwego §wiata. Sta-
nowiskiem, ktore wydaje si¢ by¢ ,kompatybilne” z uzyciem pojgcia mozliwego
§wiata (uniwersum) matematycznego, jest stanowisko FBP. Jednak wprowadzenie
kategorii mozliwego uniwersum rodzi liczne problemy filozoficzne (m.in. problem
kryterium identycznofci, problem granic matematycznoSci, problem wskazania
Swiata aktualnego), ktore powoduja, ze kategoria ta jest zbyt niejasna, aby mozna
si¢ nig bylo postugiwa¢ w dyskursie filozoficznym.

Ostatecznie wiec sadzg, ze postugiwanie si¢ kategorig mozliwego §wiata mate-
matycznego prowadzi do nieprzezwycigzalnych trudnosci, nic w zamian nie ofe-
rujac. Dlatego sadzg, ze postugiwanie si¢ nim w dyskusjach filozoficznych nad
matematyka jest jalowe.
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Why No Possible World is Mathematical
Key Words: possible world, mathematical realism, full-blooded Platonism, identity

The notion of possible mathematical world is discussed. The problem is analyzed
from the point of view of two classical realistic stances in the philosophy of
mathematics (Quine’s realism and Godel’s Platonism), and from the point of view
of Balaguer’s full-blooded Platonism. Balauger’s stance seems to be compatible
with the use of the notion of a possible mathematical world (a universe), but
as a matter of fact it is not. If one adopts such a notion, several profound
philosophical problems arise, concerning e.g. the criterion of identity, the problem
of the “borders of mathematicity”, the problem of singling out the actual world
from a possible one. In conclusion the author claims that the notion of possible
world is not clear enough to be used in ontological discussions concerning
mathematics.



