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Celem artykulu jest konstrukcja teorii formalnej, nazwanej modalng arytme-
tyka indeksowanych liczb naturalnych INA. Zgodnie z t3 teoria mozna méwié
o takich obiektach liczbowych, jak liczby naturalne z indeksami: 1;, 14, 15, ...,
20, 24, ... itd. W $wietle tej teorii istnieje wiele jedynek, wiele dwéjek. Te liczne
jedynki czy dwojki rdznig si¢ wylacznie indeksami. Liczby zamieszkujg Swiaty
mozliwe, zwane osiami czasu, wyznaczonymi przez indeksy liczb. Co wigcej, na
takich liczbach mozna dokonywaé rozmaitych dziataf arytmetycznych, takich jak
dodawanie, mnozenie czy potggowanie. Okazuje si¢ takze i to, ze takie operacje
jak dodawanie oraz mnozenie réwniez mozna indeksowaé. Arytmetyka Peano
PA jawi sig w §wietle prezentowanej konstrukcji jako jej konkretyzacja, wypro-
wadzalna z niej na mocy zalozenia o istnieniu dokladnie jednej indeksowane;j
osi czasowe] (mozliwego Swiata indeksowanych liczb naturalnych).

Uzasadnienie celu artykulu posiada charakter filozoficzny. Ot6z, przyjmijmy
zgodnie z epistemologia kantyzmu, ze czas stanowi aprioryczng forme¢ kogni-
tywna stuzaca umystowi w jego aktywnosci konceptualizowania rozmaitych tresci
poznawczych. Kant uwazal, Ze w naszym umysle funkcjonuje tylko jedna forma
czasu (a takze i przestrzeni), ktdra jest przedmiotem poznania arytmetyki. Sta-
nowisko Kanta mozna okresli¢ jako monizm tensalny, zgodnie z ktérym umyst
konceptualizuje wszelkie treSci poznawcze na jednej osi czasu (przy pomocy
struktury jednoczasowe;j).

Bez watpienia monizmu tensalnego nie da si¢ utrzyma¢ w odniesieniu do
wszelkich aktéw konceptualizacyjnych. W aktach konceptualizowania rozmaitych
fabut (literackich, filmowych czy mitologicznych) umyst na owe tresci fabularne
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czgsto narzuca strukturg politensalng (wieloczasowg). Kiedy méwimy, iz dana
fabuta rozwija kilka watkdw, to wéwczas ujecie tego wymaga narzucenia na tre-
Sci fabularne struktury wieloczasowej — kazdemu z proceséw rozwijania danego
watku przyporzadkowujemy odrgbna oS czasowa w trakcie recepcji danej fabuty
(i zwykle te osie czasowe sg powiazane jakimi§ relacjami — chocby relacja fuzji
w pewnym punkcie kulminacyjnym jednoczacym wszystkie watki danej fabuty)!.
W konceptualizowaniu naszego zycia codziennego réwniez uzywamy struktur
politensalnych; u niektdrych zycie zawodowe rozgrywa si¢ na innej osi czasu niz
0§ czasu zycia osobistego (rodzinnego); ma to miejsce wowczas, kiedy praca zawo-
dowa jest dla nas ,,zmorg codzienno$ci”, czym§ meczacym. Inne sytuacje Zyciowe
czgsto s3 opisywane z uzyciem metafory ,,podwdjnego zycia” czy ,,podwdjnego
domu”. Dzieci z rodzin rozbitych ~ kiedy réwnie cz¢sto spgdzaja osobno czas
z obu rodzicami — posiadaja doSwiadczenie posiadania dwéch doméw (jeden
u ,mamy”, drugi u ,taty”); wowczas zdarzenia w jednym domu ukiadaja si¢
w odmienng of czasowa od osi, na ktdrej sa zlokalizowane zdarzenia z drugiego
domu. Podobne doswiadczenia posiadaja niektorzy ,,bigamisci” — zycie z ,.kochan-
ka” moze konstytuowaé réwnolegla o§ czasowsg do osi, na ktdrej rozgrywa si¢
zycie z ,,zong”. Z pewnoscia w wielu procesach obliczeniowych jestesmy uwiktani
w struktury politensalne. Podczas przeprowadzania rozgat¢zionego dowodu w sen-
sie logicznym, kazda gataZ konstytuuje odmienna o§ czasu obliczeniowego (kroki
dowodowe na jednej podgalezi sg calkowicie niezalezne od krokéw dowodowych
na pozostatych podgatgziach). Podane przyktady (z wielu rozmaitych ptaszczyzn
naszej aktywnoSci mentalnej — od Erosa po Logos i Ethos) stanowia wystarczajace
potwierdzenie tezy, iz monizm tensalny jest stanowiskiem niezgodnym z faktami
empirycznymi dotyczacymi naszych sposobdw unifikowania naszego doswiadcze-
nia (estetycznego, obliczeniowego czy w koficu Zyciowego)?.

To, ze struktura monotensalna posiada swojg arytmetyczng reprezentacje opi-
sywang przez aksjomaty arytmetyki Peano, jest intuicyjnie oczywiste. Wylania si¢

1 'W najnowszych trendach teorii dziela literackiego podejmuje sig proby analizowania zjawiska
rozwidlania si¢ historii w opisach i odbiorze czytelniczym na gruncie mozliwo§wiatowych teorii
tekstu literackiego. Badania takie zostaly zapoczatkowane przez T. Pavela, L. Dolezela i U. Eco,
W tym paradygmacie zjawisko politensalnosci fabuly interpretuje si¢ jako sekwencje mozliwych
$wiatéw powigzanych relacjami dostgpnosci o wspdlnym elemencie poczgtkowym, ktrym jest Swiat
aktualny. Stan badaii dotyczacy mozliwo$wiatowych teorii dzieta literackiego jest omdwiony w pracy:
¥ ebkowska A., Fikcja jako mozliwos¢. Z przemian prozy XX wieku, TAIWPN , Uniwersitas”: Krakow
1991, szczegdlnie, s. 35-67, 93-124.

2 W naukach spolecznych kategoria wielosci czasow spotecznych jest szeroko stosowana. Bada-
cze pracujacy w ramach paradygmatu socjologii wiedzy o proweniencji fenomenologicznej wrecz
stwierdzaja, ze kazda jednostka efektywnie zyje posrod wielu czasdw spolecznych, ktdére wyznaczajg
~specjalng architekturg¢ temporalna” wspdlczesnej cywilizacji. Zob. Tarkowska E., Czas w spofe-
czeristwie. Problemy, tradycje, kierunki badari, Zaktad Narodowy Imienia Ossolifiskich Wydawnictwo
Polskiej Akademii Nauk: Wroctaw-Warszawa—Krakow-Gdansk-1.6dz 1987, szczeg6lnie rozdz. ,,Wie-
lo§¢ czaséw spotecznych”, s. 115-157.
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jednak nastepujacy problem: jesli aprioryczna forma czasu, funkcjonujaca w na-
szych umysiach, posiada charakter politensalny, to wowczas pod jaka strukture
podpada jej arytmetyczna reprezentacja? Arytmetyka Peano jest bowiem teorig
tylko jednej ,strzatki czasu” (osi czasu). Realizacja celu niniejszego artykulu
stanowi wlasnie probg wykazania, ze stanowisko Kanta, iz czasowos$¢ naszego
umystu posiada arytmetyczng reprezentacj¢, pomimo odrzucenia monizmu ten-
salnego, jest zasadne, gdyz struktury politensalne dajg si¢ opisa¢ w modalnej
arytmetyce INA. Innymi sfowy, jesli umyst konceptualizuje swoje tresci poznaw-
cze (rozmaitych typéw) przy pomocy ,,pekoéw strzalek czasu”, to woéwczas — jesli
Kant ma racj¢ - iz forma czasowosci jest arytmetyzowalna, forma politensalne;j
czasowoSci jest réwniez arytmetyzowalna.

W pierwszej czgSci sa przedstawione filozoficzne preliminaria, stanowigce
paradygmatyczng inspiracj¢ dla arytmetyki INA. Te preliminaryjne zatozenia
mozna okre§li¢ jako uogdlnienie Kantowskiej filozofii arytmetyki. Druga czg§¢
jest poS§wigcona aksjomatyce prezentowanej teorii oraz konstrukcji rozmaitych
dziatan (w szczegdlnosci: dodawania i mnozenia) na indeksowanych liczbach
naturalnych. W trzeciej cz¢Sci zostanie zaprezentowany filozoficzny model aryt-
metyki INA, na gruncie ktérego podejmie si¢ probe objasnienia modalnego cha-
rakteru arytmetyki INA. W szczegdlnoSci pojecie osiggalno$ci migdzy rozmaitymi
osiami czasu zostanie zdefiniowane, co z kolei umozliwi skonstruowanie pojgcia
arytmetycznej prawdy koniecznej. Czwarta czgS¢ jest poSwigcona konstrukcji
indeksowanych liczb catkowitych, polcatkowitych, wymiernych i pétwymiernych.
W zakoficzeniu sg wyrazone pewne pytania metafizyczne, do ktorych postawienia
pobudza prezentowana szkicowo teoria formalna.

I. Filozoficzne preliminaria

Wedtug Kanta arytmetyka jest teoria formy zmyslowosci czasu. Wszystkie jednost-
kowe wrazenia zmystowe dane s3 podmiotowi w strukturze czasu i przestrzeni
(sa zawsze obecne teraz i w jakim$§ miejscu jako nast¢pstwa innych wrazen
rozpostartych réwniez w jakim§ miejscu oraz jako poprzedzajgce inne wrazenia,
ktdre nastapia za chwilg takze w pewnym miejscu). Niemozliwe jest doznawanie
wrazefi poza czasem ani takze poza przestrzenig. Czas i przestrzeni jest tym czyms,
co podmiot poznajacy jest w stanie sobie przedstawi¢ w czystej naocznosci poza
kontekstem wrazeniowym. Poniewaz arytmetyka i geometria sg odpowiednio
teoriami czasu i przestrzeni oraz sg to systemy sadéw syntetycznych a priorn,
zatem ani czas, ani przestrzei nie mogg stanowi¢ form naocznosci wrazeniowej;
nie s3 doznawane percepcyjnie (arytmetyka bylaby woéwczas systemem sadow
a posteriori). Zdaniem Kanta czas i przestrzefi dane sg przed wszelkim doswiad-
czeniem w taki sposéb, ze s3 immanentne podmiotowi. Podmiot jest w stanie
w sposOb naoczny przedstawic sobie obie czyste formy zmyslowosci. Arytmetyka
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jest wigc opisem formy naocznosci czasu. Podobnie geometria jest systemem
sadow opisujacych czysta naocznos$¢ przestrzenis.

Arytmetyka Peano stanowi teori¢ pewnej struktury algebraicznej, w ktorej jest
wyrdzniony element pierwszy (stanowigcy generator tejze struktury) jako zero
oraz jednoargumentowa operacja nast¢pstwa posiadajaca w pewien sposob ,,swoj
kierunek”. Elementy dziedziny tejze struktury algebraicznej sa uporzadkowanym
liniowo, nieskoficzonym zbiorem liczb. Czas w tym wypadku moze by¢ ujgty jako
porzadek wyznaczony przez jego elementy i liniowo porzadkujaca te elemen-
ty funkcj¢ (relacjg) nastgpstwa. Operacje arytmetyczne, dodawanie, mnozenie,
potegowanie czy operacja silni, s3 wéwczas dzialaniami przyporzadkowujacymi
chwilom-liczbom pewne inne chwile-liczby. Z punktu widzenia Kantowskiej filo-
zofii, w naszym umysle s3 zakodowane: jedna forma przestrzeni i jedna forma
czasu. Stad nalezy wnioskowad, iz istnieje tylko jedna geometria i tylko jedna
arytmetyka.

Dzieje matematyki pokazaly, ze istnieje wiele teorii opisujacych rozmaite
przestrzenie geometryczne. Co wigcej, geometrie te sa ,,konkurencyjne”. Mozna
by wigc wnioskowaé, ze nie istnieje zakodowana w umysle tylko jedna forma
przestrzeni. Umyst z uwagi na swoje potrzeby poznawcze ,,wybiera” dla aktow per-
cepcji np. przestrzen euklidesowa. W aktach modelowania moze jednak wybrad
przestrzenie nieeuklidesowe. Podobnej analizy nie mozna jednak zastosowaé do
analizy czasu. Nie skonstruowano dotychczas jakiej$ nieklasycznej arytmetyki kon-
kurencyjnej wzgledem arytmetyki Peano (co najwyzej mozna méwi¢ o pewnych
subteoriach arytmetyki Peano, jak na przyklad: arytmetyka Pressburgera).

Z drugiej jednak strony, idea wielosci osi czasowych czy czasu kolistego
jest eksplorowana we wspdlczesnej modalnej logice filozoficznej. W logikach
temporalnych (oraz tensalnych) mozna wyrazi¢ rozmaite strukturalne wiasnosci
czasu: liniowo$¢, rozgalezienie czy kolisto§¢. Innymi sfowy, mozna formalnie
opisa¢ sytuacje wielosci linii czasowych, a wiec wieloéci czasow. Przy czym taka
wielo$€ czasow jako rozgalgzien jakiej$ linii czasowej jest opisywana na gruncie
jednej struktury temporalnej (modelowanej w semantyce mozliwych §wiatow
formalnymi wlasciwo$ciami relacji osiagalnosci)*. Jesli czas liniowy posiada swojg
reprezentacjg w postaci ukierunkowanego zbioru liczb naturalnych (od zera
w nieskoficzono$¢), to wydaje si¢ zasadnym postawienie nastgpujacego pytania:
jaka reprezentacj¢ liczbowa posiada czas rozgaleziony (choéby taki, ktory jest
modelowany w logikach temporalnych)? Co wiecej, jesli szczegblnym wypad-
kiem czasu rozgal¢zionego jest czas liniowy (jest to czas rozgalgziony o jedne;j
galezi), to skoro czas liniowy jest reprezentowany przez ukierunkowany zbidr
liczb naturalnych, zasadne jest zatem postawienie hipotezy, ze 6w zbior liczb

3 Zob. Murawski R., Filozofia matematyki. Zarys dziejow, PWN: Warszawa 1995, s. 51-56.
4 Zob. na temat rozmaitych sposobdw modelowania réznych struktur temporalnych w logice,
Swirydowicz K., Podstawy logiki modalnej, Wydawnictwo Naukowe UAM: Poznai 2004, s. 148-171.
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naturalnych jest réwniez szczeg6lnym wypadkiem jakiej$ ogélniejszej struktury
liczbowej izomorficznej ze strukturg czasu rozgalgzionego. Z punktu widzenia
Kantowskiego paradygmatu epistemologii mozna by takg strukture potraktowaé
jako generator rozmaitych politensalnych form czasu, w szczegdlnosci formy
czasu liniowego.

Czas jako kategoria ontologiczna jest rozumiany jako zbiér momentéw upo-
rzadkowany przez pewna relacj¢. Mozna méwi¢ o rozmaitych relacjach porzad-
kujacych zbiér momentéw: relacja wezesniej, relacja pomiedzy czy relacja rozdzie-
lania par momentéw. W klasycznie pojmowanym czasie jego zbior momentéw
jest uporzadkowany liniowo’. Z punktu widzenia Kantowskiej koncepcji czasu
kazda taka monotensalna struktura o postaci <M, R> jest arytmetyzowalna,
czyli daje si¢ opisa¢ jako przedmiot badania arytmetyki. W strukturach poli-
tensalnych obok zbioru momentéw wystgpuje dodatkowo zbidr osi czasowych,
na ktérych momenty sg uporzadkowane liniowo, na kazdej osi w inny sposob,
przez okreslong relacje. Strukturze politensalnej czasu mozna zatem przypisaé
ksztalt o postaci <M, O, R>, gdzie O jest zbiorem osi czasowych. Arytmety-
zacja struktury <M, R> jest wigc jej odwzorowaniem w strukturg: <L, R*>,
gdzie L jest okre§lonym uniwersum wszystkich liczb danego typu (naturalnych,
wymiernych lub rzeczywistych), za§ R* jest relacja liniowo porzadkujaca zbi6r L.
W wypadku czasu dyskretnego zbiér momentéw M jest odwzorowywany na zbior
liczb naturalnych N, za$ relacja R jest odwzorowywana na relacje (funkcjg)
nastgpnika Seq. Aby wykaza¢, ze struktura politensalna czasu <M, O, R> jest
réwniez arytmetyzowalna, nalezy wigc odwzorowaé zbidr osi czasowych O na
odpowiednig strukturg arytmetyczna. W wypadku politensalnej struktury czasu
dyskretnego zbiér O nalezy odwzorowac na jaka$ strukturg arytmetyczng okre-
§long na liczbach naturalnych.

W strukturze politensalnej czasu nalezy odr6zni¢é momenty od chwil. Kazdy
moment zajmuje na danej osi czasowej dokfadnie jedna chwilg i na réznych osiach
ten sam moment zajmuje inne chwile. W wypadku monotensalnej struktury czasu,
momenty i chwile s3 tym samym. Chwile mozna — w wypadku czasu dyskretnego
— liczyé i tym samym mozna liczy¢ momenty przyporzadkowane danym chwilom
na danej osi. Relacja R stanowi zatem relacj¢ porzadkujaca liniowo chwile na
danej osi czasowej (a poSrednio réwniez momenty im przyporzadkowane). Jesli
wigc dowolng chwilg z danej osi czasowej potraktuje si¢ jako obraz momentu
z uwagi na dang 0§, to wowczas naturalne jest potraktowanie osi czasowych jako
funkcji przeksztaicajacych zbiér momentéw w zbiory chwil danej osi; przy czym
kazda of bylaby ziozona ze ,swoich, wiasnych chwil”. Innymi sfowy, osie czaso-
we jako uporzadkowane liniowo zbiory chwil sa rozlaczne. Natomiast wowczas,

5 Zob. na temat struktury formalnej czasu: Augustynek Z., Natura czasu, Pafistwowe Wydaw-
nictwo Naukowe: Warszawa 1975, s. 38-60.
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kiedy sa one rozpatrywane jako reprezentowane przez zbiory momentéw, sa
nieodrdznialne. Méwigc metaforycznie, momenty stanowig ,logiczna materi¢”
czasu, podczas gdy chwile wyznaczone przez osie czasowe stanowig jego ufor-
mowanie. Chwile kazdej osi czasowej sa tym, co porzadkuje momenty na mocy
funkcji przyporzadkowania ich chwilom.

I1. Aksjomatyka arytmetyki INA

Arytmetyka INA stanowi teori¢ sformutowang w jezyku rachunku predykatéw
drugiego rzgdu, z kwantyfikowanymi zmiennymi funkcyjnymi oraz standardo-
wo z kwantyfikowanymi zmiennymi indywiduowymi. Zatem arytmetyka INA
— w przeciwiefistwie do arytmetyki PA - nie jest teorig elementarna. Zrédiem
tej nieelementarnosci jest zalozenie o istnieniu co najmniej jednej osi czasowej
rozumianej jako zbidr swoich chwil.

1. Jezyk arytmetyki INA

Na jezyk arytmetyki INA - poza standardowymi terminami logicznymi — skiadaja
si¢ wyrazenia nast¢pujacych kategorii skladniowych: (i) zmienne indywiduowe
przebiegajace uniwersum obiektow elementarnych (momentéw czasowych), ozna-
czane literami: X, y, z; (ii) stala indywiduowa: 0 oraz stale indywiduowe desygnu-
jace ustalone, niewyspecyfikowane obiekty uniwersum obiektéw elementarnych,
oznaczane literami: x, y, z; (iii) zmienne funkcyjne (zmienne indeksowe) przebie-
gajace zbior osi czasowych, oznaczane literami: i, j, k, 1, m; (iv) stale funkcyjne
(stale indeksowe) oznaczajace ustalone, niewyspecyfikowane osie czasowe: i, j,
k, 1, m; (v) predykat N wyrazajacy wiasno$¢ bycia indeksowang liczba naturalna;
(vi) stata funkcyjna S, ktéra z wyrazeniami indeksowymi (zmiennymi lub staly-
mi) tworzy indeksowane funkcje nast¢pnika, oznaczane literami: S;, S;, S;, S; itd;
(vii) state liczebnikowe oznaczajace poszczegélne indeksowane liczby naturalne
ksztattu: 1; 1;, 2;, 2;, 2 itd. (stale tego rodzaju sa wprowadzane do systemu
definicyjnie); (viii) zmienne liczebnikowe (ze zmienng indeksowa) o postaci: 1;,
1, 2; 2; 24 itd. (réwniez wprowadzane definicyjnie do systemu); (ix) nawiasy
zwykle i kwadratowe (pierwsze sa uzywane w kontekstach predykatywnych, drugie
za$ w kontekstach funkcyjnych)

Jezyk arytmetyki INA obejmuje dwie odrgbne kategorie syntaktyczne wyra-
zeh indywiduowych. Pierwsza kategori¢ P tworzg wyrazenia przedmiotowe typu:
(i) oraz (ii), stuzace reprezentowaniu lub oznaczaniu obiektéw elementarnych
(momentéw czasowych). Drugg kategorig¢ wyrazen indywiduowych tworza wyra-
zenia liczebnikowe L. Przy czym kategoria L jest wtdrng kategorig syntaktyczna.
Niech I stanowi kategorig wyrazefi indeksowych, za$ F stanowi kategori¢ nie-
indeksowych wyrazen funkcyjnych (przy czym kategorie F oraz I sg rozlaczne).
Wéwczas kategorig wyrazen L definiujemy indukcyjnie nastgpujaco:
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(Df. L)(j)ae PABeI—>Pla]Je L
(l)oe LABe F-oBlaje L

Zgodnie z (Df. L) wyrazenia liczebnikowe reprezentujg lub oznaczajg obiekty
(indeksowane liczby naturalne) stanowigce wartosci funkcji indeksowych (osi
czasu) od argumentéw, ktérymi sa przedmioty oznaczane lub reprezentowane
przez stale lub zmienne kategorii P. Kazdy taki przedmiot bgdzie okreslany
jako podstawa przedmiotowa korespondujacych z nim ~ na mocy funkcji indek-
sowych — indeksowanych liczb naturalnych. Kazda indeksowana liczba natural-
na posiada jedng podstawg przedmiotowa, podczas gdy dany obiekt moze by¢
podstawa przedmiotowa wielu indeksowanych liczb naturalnych (tylu, ile jest
zakladanych osi czasowych przez dang teori¢ sformufowang w jezyku INA).
Zgodnie z (i) wyrazeniami liczebnikowymi sa na przyktad: i[x], i[0], i[0], i[x],
i[x]. Zgodnie z (ii) wyrazeniami liczebnikowymi s3 migdzy innymi: S;[i[x]], S;[i[x]],
Silix]), SiSifilx]], SiSi[if0]] (nawiasy kwadratowe po wyrazeniu funkcji nastepni-
ka s3 pominigte) itd. Wyrazenia liczebnikowe dzielg si¢ na dwie subkategorie:
zmienne liczebnikowe oraz stale liczebnikowe. Zmienne liczebnikowe L, sg
wyrazeniami liczebnikowymi, ktére — rozpatrywane jako konkatenacje wyrazen
stownikowych - s3 zbudowane z co najmniej jednej zmiennej indeksowej lub
co najmniej jednej zmiennej przedmiotowej. Na przyktad, wyrazenia ksztaltu:
i[x], i[01, Si[i[x]], Si[i[x]]}. S;Si[i[x]], naleza do subkategorii L. Stale liczebniko-
we L sa wyrazeniami liczebnikowymi, ktére — rozpatrywane jako konkatenacje
wyrazefi sfownikowych — nie s3 zbudowane z jakichkolwiek zmiennych. Statymi
liczebnikowymi sa na przykiad takie, jak: i[0], S; Si[i[0]], i[x]. Stale liczebniko-
we oznaczajg wiec ustalone indeksowane liczby naturalne (ustalone chwile na
ustalonych osiach czasowych). Natomiast subkategoria zmiennych liczebnikowych
rozpada si¢ ze wzgledu na kryteria semantyczne na trzy typy: (i) zmienne liczeb-
nikowe przebiegajace cale uniwersum indeksowanych liczb naturalnych (na przy-
klad: i[x], i[y] ); (ii) zmienne liczebnikowe przebiegajace zbiory indeksowanych
liczb naturalnych o tej samej podstawie przedmiotowej (na przykiad: i[x], i[y]);
(iii) zmienne liczebnikowe przebiegajace zbiory indeksowanych liczb naturalnych
z tej samej osi czasowej (na przykiad: i[x], jly]).

Wsrdd statych liczebnikowych mozna wyr6znié specjalng subkategori¢ wyrazen,
ktére sa okreslane jako liczebniki. Przyjmijmy nastgpujaca konwencj¢ meta-
metajezykowq: jeSli wyrazenie o jest wyrazeniem jgzyka przedmiotowego, to
wyrazenie (o)* jest nazwg wyrazenia o0 w metajezyku danego jezyka przedmio-
towego. Kategoria liczebnikow L jest zdefiniowana nast¢pujgco (przy czym o;
jest wyrazeniem liczebnikowym z doktadnie jednym indeksem i):

(Df. L) (i) (i[0]))* € L, dla dowolnego indeksu i
(ii) o € L = (Si[o])*e L
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Liczebniki tworza wigc ciagi (dla dowolnego indeksu funktora nastepnika)
nastepujacych wyrazefi liczebnikowych: i[0], S;[i[0]], S;S;[i[0]], S;S;Si[i[0]] itd.
W zbiorze liczebnikéw L mozna wyr6zni¢ podzbiory liczebnikdw z uwagi na
indeks operacji nastepnika. Zatem L mozna definiowa¢ jako sum¢ rodziny zbio-
r6éw o postaci L;, L itd. Jesli zbi6r indeksow jest zbiorem liniowo uporzadkowa-
nym, to wowczas indeksom mozna przypisa¢ ich numery. Kazda i-ta o§ czasowa
jest skorelowana z subkategoria liczebnikéw L;. Innymi stowy, kazda i-ta of cza-
sowa jest zbiorem indeksowanych liczb naturalnych oznaczanych przez wszystkie
state liczebniki subkategorii L;. Doda¢ nalezy, ze nie kazda stata liczebnikowa
jest liczebnikiem. Na przyktad stafe liczebnikowe: i[x], j[y], nie sg liczebnikami.
Jednakze kazda stata liczebnikowa jest kodesygnacyjna z doktadnie jednym liczeb-
nikiem. Liczebniki wigc mozna traktowac¢ jako kanoniczne sposoby desygnowania
indeksowanych liczb naturalnych.

Poniewaz liczebniki moga byé bardzo dlugimi wyrazeniami (np. zbudowa-
nymi przy pomocy milionowych iteracji funkcji i-tego nastgpnika), do jgzyka
arytmetyki INA nalezy wprowadzi¢ definicyjnie kategori¢ indeksowanych cyfr
jako skrétow notacyjnych dla liczebnikéw. 1 tak, dla przyktadu, do systemu
arytmetyki INA mozna wprowadzi¢ nastgpujace indeksowane cyfry: 0; = if0],
1; = §i[i[0]], 2; = S;iSi[i[0]], 1; = S;[i[0]], 2; = S;Si[i[0]]. Kategori¢ indeksowanych
cyfr (liczebnik6w) mozna podzieli€¢ na dwie subkategorie: statych cyfrowych (sta-
lych liczebnikéw) oraz zmiennych cyfrowych (zmiennych liczebnikéw). I tak ,,1;”
jest zmienng cyfrowa, podczas gdy ,,1;” jest stala cyfrowa. Pierwsze z wyrazen nie
oznacza bowiem zadnej ustalonej indeksowanej liczby naturalnej. Wyrazenie ,,1;”
reprezentuje zbiér indeksowanych liczb naturalnych stanowiacych na poszcze-
gblnych osiach czasowych nastepniki liczby zero. Jesli w danej teorii przyjmuje
si¢ istnienie nieskonczonej liczby osi czasowych, to wowczas wyrazenia ksztattu:
»1i”y »2i", »3;" itd., przebiegaja nieskoficzone zbiory indeksowanych liczb natu-
ralnych. Doda¢ nalezy, ze indeksowane cyfry stanowia wyrazenia nierozkladalne
sktadniowo. Wyrazenia ,,1;” nie mozna traktowaé jako zfozonego z cyfry ,1”
oraz zmiennej indeksowej (funkcyjnej) ,,i”. Zwykte cyfry nie naleza bowiem do
slownika jezyka arytmetyki INA.

Jezyk arytmetyki INA pozwala wigc na wyrazenie tego, ze istnieje wiele funkcji
nastgpnika, o ile zbidr indekséw I jest zbiorem co najmniej dwuelementowym.
Funkcji nastgpnika (a wigc osi czasowych) jest tyle, ile jest réznych indeksow
w zbiorze I. Jedli przyjmie si¢ zaloZenie konkretyzacyjne, ze zbidr indeksow I jest
jednoelementowy, to wéwczas nalezy wnioskowad, ze istnieje dokladnie jedna
funkcja nast¢pnika, a w konsekwencji — dokladnie jedna o§ czasu liniowego.
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2. Aksjomatyka arytmetyki INA

Aksjomatyka arytmetyki INA obejmuje trzy typy aksjomatéw: (i) aksjomaty charak-
teryzujgce uniwersa momentow i osi czasowych w abstrakcji od funkcji nastgpnika;
(ii) aksjomaty charakteryzujace indeksowane funkcje nastgpnika; (iii) aksjomaty
definiujace rozmaite dzialania na indeksowanych liczbach naturalnych.

Aksjomaty charakteryzujgce uniwersa momentow i osi czasowych

(Al) (@x)x=0
(A2) (Vi) (V)) i[0] = j[0]

Zgodnie z (Al) istnieje moment zerowy. (A2) wyraza za§ dodatkowo to, iz
moment zerowy jest na kazdej osi czasowej przyporzadkowany tej samej chwili.
Zgodnie z definicja liczebnikéw z (A2) wynika teza (T1): (Vi) (Vj) 0,=0;. Zgod-
nie z (T1) istnieje dokladnie jedna indeksowana liczba naturalna 0 (poniewaz
indeksy nie rdznicujg zera, wolno przyja¢ nast¢pujacg konwencje definicyjna:
(Vi) 0;=0).

(A3) (Vi) (V)) (VR)(x £ 0 A Q2] — i[x] # jfx])

Zgodnie z (A3) indeksowane liczby naturalne o réznych indeksach, lecz
o identycznej podstawie przedmiotowej, ktéra nie jest identyczna z momentem 0,
sg roznymi liczbami. Z aksjomatu (A3) wynikajg twierdzenia podpadajace pod
nastgpujacy metaschemat (T2): 0ge LAaoye LAB#YA og# (0)* - og# 0,
Dwa liczebniki réznigce si¢ wylgcznie indeksem, ktére nie desygnujg liczby
zero, desygnuja rézne indeksowane liczby naturalne. Na mocy (T2) zachodza
twierdzenia tworzace nastgpujacy, nieskoficzony ciag: (Vi) (Vj)(i#j — 1;# 1)),
(Vi) (V§) (i#j = 222y, (Vi) (Vj)(i#] - 3;#23) itd.

(A4) (v (V) (Vx) (W) (ix] = jly] » x =)

Aksjomat (A4) wyraza to, ze jesli dwie indeksowane liczby s3 identyczne, to
ich podstawy przedmiotowe sg rowniez identyczne. Innymi slowy, na danej osi
czasu w tej samej chwili nie moga wyst¢powa¢ dwa rézne momenty. W strukturze
monotensalnej (kiedy momenty i chwile sg utozsamione) oznacza to, ze dang
chwile reprezentuje doktadnie jeden liczebnik. Z aksjomatow (A3) i (A4) wyni-
ka kryterium (T3) identycznosci indeksowanych liczb niebgdacych liczbg zero:
(Vi) (Vi) (VX)) (VY) (x # 0 - (i[x] = jl[y] » x =y A i = ])). Dwie niezerowe
liczby sg identyczne wtedy, gdy posiadajg identyczng podstawg przedmiotowg
inaleza do tej samej osi czasowe;.
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(A5) (Vi) (vx) N(i[x])

Zgodnie z (AS5) dowolny obiekt uzyskany w wyniku zastosowania dowolnej
osi czasu (funkcji) do dowolnego momentu (argumentu) jest indeksowang licz-
ba naturalng (momentem w danej chwili na danej osi czasu). Z (AS) wynika
twierdzenie (T4): (Vi) N( i[0] ). Z kolei z (T4) i (T1) oraz definicji liczebnikow
otrzymujemy: (T5) N(0) (zero jest indeksowana liczba naturalng).

Aksjomaty charakteryzujgce indeksowane funkcje nastepnikow

(A6) (Vi) (Vx)(Fy) Sililx]] = ily]

Aksjomat (A6) wyraza to, ze i-ta funkcja nastg¢pnika przyporzadkowuje dowol-
nej i-tej liczbie naturalnej réwniez jaka$ indeksowang liczbg naturalng. Innymi
stowy, funkcja nastgpnika na danej osi czasowej przyporzadkowuje dowolnej,
indeksowanej tg osig liczbie naturalnej rowniez indeksowang ta osig liczbg natu-
ralng. Z aksjomatow (A6) oraz (AS) wynika twierdzenie (T6): (Vi) (Vx) N(Si[i[x]]).
Zgodnie z (T6) kazdy nastepnik jakiej§ indeksowanej liczby naturalnej na danej
osi jest rowniez indeksowang liczba naturalng.

(A7) (VD) (V) (¥0) (i # j = Sili[x]] = i[0])

Zgodnie z (A7) jesli i-ta funkcja nastgpnika jest stosowana do indeksowanych
liczb naturalnych z innej osi czasowej niz i, to wowczas wartoScig tej funkcji jest
liczba zero. Innymi sfowy, stosowanie funkcji nast¢pnika z danej osi czasowe;j
do obiektu z innej osi czasowej jest niewlaSciwe i ta niewlaSciwos¢ manifestuje
si¢ tym, ze rezultatem takiej aplikacji funkcji nast¢pnika z danej osi czaso-
wej jest zawsze liczba zero. Z (A7) oraz (A2) i definicji liczebnikéw, a takze
konwencji wprowadzajacej do systemu cyfre 0, wynika (T7): (Vi) (V)) (Vx) (i#]
- S;[j[x]] = 0. Ponadto z (A7) i (T6) wyprowadzane jest twierdzenie (T8):
(Vi) (V) (Vx) N(Si[j[x]]). Zgodnie z (T8) wszystkie nast¢pniki, z uwagi na dowol-
na of czasowa, w odniesieniu do dowolnej indeksowanej liczby naturalnej, sa
liczbami naturalnymi. Funkcja nast¢gpnika nie wyprowadza wigc poza uniwersum
indeksowanych liczb naturalnych.

(A8) (Vi) (vx) Si[i[x]] # i[0]

Zgodnie z (AS8) liczba if0] nie jest nastgpnikiem na danej osi czasowej zadnej
liczby z tejze osi czasowej. Jeli i-ta funkcja nastgpnika jest wlasciwie stosowana,
to do zbioru jej wartosci nie nalezy liczba i[0]. Poniewaz istnieje doktadnie jedno
indeksowane zero (zgodnie z (A2)), to wobec tego (A8) mozna przeksztalci€ na
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(T9): (Vi) (¥x) Sj[ifx]] # 0. Z aksjomatéw (AS8), (A6), (A4) i (A3) wyprowadzié
mozna twierdzenie (T10): (Vi) (Vj) (Vx) (Vy) (i #j — Si[i[x]] # jly]). Zgodnie
z (T10) funkcja nast¢pnika na i-tej osi czasowej nie wyprowadza poza t¢ of.
Na gruncie tych samych aksjomatéw udowodni¢ mozna inne twierdzenie (T11):
(V1) (V) (¥x) (Vy) (Si[i[x]] = Silily]] = i = j). (T11) wyraza to, Ze nast¢pnik
liczby z danej osi czasowej nie moze by¢ tozsamy z nastgpnikiem jakiej§ liczby
z innej osi czasowe;j.

(A9) (Vi) (V%) (Vy) (Sililx]] = Sililyl]] - i[x]} = i[y])

Zgodnie z (A9), jesli nastgpniki na danej osi czasowej dwoch liczb z tej osi
sg identyczne, to te liczby s3 jedna i ta sama indeksowang liczba naturalna.

(A10)  (VI{¥(0) A (VX)(¥(ilx]) = P(S{ixID)— (vx) Y(ilxD}

(A10) jest zasada indukcji, a wigc — analogicznie jak w PA - schematem aksjo-
matéw. Dla dowolnej osi czasowe;j jest tak, ze jesli 0 spetnia funkcj¢ zdaniowa
Y(i[x]) oraz jesli jest tak, Ze dla kazdego przedmiotu x, je§li indeksowana liczba
naturalna, ktérej podstawg przedmiotowa jest x, speinia dang funkcj¢ zdaniowa,
to nast¢pnik tej liczby na danej osi czasowej réwniez spelnia dang funkcjg zda-
niowa, to kazda liczba naturalna danej osi czasowej speinia funkcj¢ zdaniowa
¥(i[x] ). Innymi slowy, (A10) wyraza to, ze standardowa zasada indukcji stosuje
si¢ do kazdej osi czasowej. Na gruncie (A9) i (A10), dowodzi si¢ twierdzenia
(T12): (Vi) (Vx) Si[i[x]] # i[x]. Zgodnie z (T12) i-ta funkcja nast¢pnika w apli-
kacji do i-tej osi czasowej nie jest funkcjg tozsamosciowa.

3. Dzialania na indeksowanych liczbach naturalnych w arytmetyce INA

W arytmetyce INA mozna rekurencyjnie zdefiniowaé, migdzy innymi, indek-
sowane operacje: dodawania, mnozenia, pot¢gowania, odejmowania, silni itd.
Standardowe operacje na liczbach naturalnych, zdefiniowane w arytmetyce Peano,
okazuja si¢ by¢ odpowiednimi, indeksowanymi operacjami w sytuacji, kiedy zbior
indekséw (osi czasowych) jest jednoelementowy.

Indeksowane dodawanie

Intuicyjnie, i-ta operacja dodawania jest dodawaniem wykonywanym na i-tej
osi czasowej. Jedli dodajemy na i-tej osi czasowej indeksowane liczby natural-
ne z réznych osi, to aby wykona¢ taka operacjg, najpierw nalezy odwzorowaé
dodawane liczby w o§ czasowa, na ktorej dodawanie ma by¢ przeprowadzone.
Formalnie definicja operacji k-tego dodawania przedstawia si¢ nastgpujgco:
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(Df +) (1) K[0] + kfx] = k[x]
(2) Sulk[x]] +i kly] = S[k[x] +y k[y]]
() ilx] +x Jy] = klx] + k[y]

To, jak ,pracuje” definicja (Df +), mozna pokaza¢ na nastgpujacym przy-
kiadzie (o ile: 1; = i[x], 1, = k{x], 2; = jlyl, 2« = k[yD): (1) 1; + 2j = g +¢ 2
(na mocy warunku 3 w (Df +,) i zaloZeh wstgpnych); (2) 1y +¢ 2x = Silk[0]]
+1 24 (na mocy definicji: 1 = Si[k[0]]); (3) Sk[k[0]] +x 2k = Sy[k[0] +« 2] (na
mocy warunku 2); (4) S[k[0] + 2i] = Si(2) (na mocy warunku 1); (5) Sx(2y) =
SiSiSk[k[0]] (na mocy definicji liczby 2y); (6) SiSiSk[k[0]] = SiSiSk[0] (na mocy
aksjomatu A2 i konwencji definiujacej 0). Zatem wnioskujemy, iz: (7) 1; +y 2;
= SiSiSu[0]; Z (7) i definicji liczebnika 3, otrzymujemy: (8) 1; +y 2j = 3;.

Warto zwrocié uwage na fakt, ze dodanie dwdch indeksowanych liczb natu-
ralnych z dowolnych osi czasowych na trzeciej, réznej od danych osi czaso-
wych, wymaga, zgodnie z warunkiem (3) w (Df +,), znalezienia odpowiedni-
kéw dodawanych liczb na osi, na ktdrej wykonywana jest operacja dodawania.
W przykiadzie powyzej taka odpowiednio$¢ zostata ustalona poprzez zalozenia:
L; = i[x], 1, = k[x], ; = jly], 2x = k[y]. Uogélniajac, zeby wykonywa¢ dowolne
operacje na cyfrach w danej przestrzeni osi czasowych, nalezy dysponowa¢ okres-
long relacja odpowiednioSci. Jesli relacja odpowiedniosci nie jest okreSlona dla
pewnych osi czasowych danej przestrzeni osi, to wowczas operacje matematyczne
na liczebnikach sa wykonalne jedynie w sytuacji, gdy liczebniki ,leza” na jedne;j
osi czasowe;j.

Jesli w uniwersum indeksow (osi czasowych) sg okreslone i wykonalne rozmaite
funkcje, to skonstruowa¢ mozna schemat definicji operacji dodawania indeksowa-
nych liczb naturalnych z uwagi na funkcj¢ F od indekséw dodawanych liczb.

(Df &) i[x] @ jly] = ilx] +5g, jilV]
Operatory typu @ funkcjonujg w taki sposéb, ze najpierw przez obliczenie
wartosci funkcji F(i, j) znajdujemy odpowiednia of czasu i nastgpnie na tej osi

dokonujemy dodania indeksowanych liczb naturalnych. Operacji typu @ jest
tyle, ile jest funkcji F okre§lonych w zbiorze indekséw (osi czasowych).

Indeksowane mnozenie

Operacja k-tego mnozenia definiowana jest w dwoch krokach indukcyjnych:

(Df - ) (1) i[0] - «i[x] =0
@) S]] - « iyl = G - « JyD +x i)
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Latwo zauwazy¢, ze operacja k-tego mnozenia jest stowarzyszona z operacja
k-tego dodawania. Nie ma technicznych przeszké6d, aby stowarzyszy¢ k-tg operacje
mnozenia z i-ta operacja dodawania. Wowczas nalezaloby zdefiniowaé opera-
tor mnozenia podwojnie indeksowany: - | , gdzie pierwszy indeks oznacza o$
czasu, na ktérej wykonujemy mnozenie, za$ drugi indeks oznacza h-ta operacje
dodawania uzyta w definicji.

(Df - p) (D) [0] - . ifx] = 0
(@) S]] - &, n iyl = GIX] - 0 YD +nily]

Okazuje si¢, ze operator mnozenia, podwojnie indeksowany indeksami i, h,
jest identyczny z operatorem mnozenia pojedynczo indeksowanym indeksem h:
(T13) - n = n

W arytmetyce INA mozna zdefiniowaé rodzing operacji mnozenia, wyzna-
czanych przez funkcje arytmetyczne okreslone i wykonalne w zbiorze indek-
soéw. Niech F bedzie dowolng dwuargumentowa funkcja okres§long i wykonalng
w uniwersum indeksow.

(Df - p (1) i[0] -pilx] =0
() Sililx]] - iy} = (ilx] £ YD) +rg, p i)

Liczebno$¢ operacji mnozenia typu: g, zalezy od liczebno$ci uniwersum
indeksow (osi czasowych).

Pozostale operacje arytmetyczne

W arytmetyce INA zdefiniowa¢ mozna operacj¢ silni oraz potggowanie, a takze
funkcj¢ poprzednika czy w koficu odejmowanie. Wszystkie operacje arytmetyczne,
ktore sg definiowalne na gruncie PA, posiadajg swoje odpowiedniki w arytme-
tyce INA.

Operacje: silni oraz potggowania, sa zdefiniowane indukcyjnie nastgpujacymi
wzorami (gdzie ! to operator silni, za$§ V, to operator k-tego potggowania, ktérego
lewy argument jest podstawa potggowania, za§ prawy argument wykfadnikiem):

(DL. 1) (1) i[0]}; = S(0)
(@) Six]] § = il 5 S;[ilx]])

(Df. %) (1) Vi(i[x], i[0]) = S,[i[0]]
(2) Vi) Syl = Vi(lx], jly]) -« ilx]

Operacja silni oraz potggowania sg, jak wszystkie wcze$niej zdefiniowane
operacje, rowniez operacjami indeksowanymi. Z kazda osig czasowa skorelowana
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jest odpowiednio indeksowana operacja silni oraz potggowania. Operacje silni
i potggowania mozna indeksowa¢ funkcjami okre§lonymi i wykonalnymi w zbiorze
indeks6w. Wowczas w definicjach znak mnozenia réwniez jest indeksowany ta
samg funkcja, ktéra indeksuje definiowany operator silni lub potegowania.

4. Wzmocnienia arytmetyki INA

Aksjomatykg INA mozna wzmacniaé przez wprowadzenie do niej dodatkowych
aksjomatow. Takie wzmocnienia mozna potraktowac jako teorie sformulowane
na gruncie INA. Przy czym mozliwe sg dwa rodzaje wzmocnien: (i) dotyczace
liczebnosci indekséw (osi czasowych) oraz (ii) sposobdw rozmieszczania przed-
miotéw (momentéw) na osiach czasowych.

Najwazniejszym wzmocnieniem pierwszego typu jest arytmetyka Peano PA.
Wprowadzajac do INA aksjomat ustalajacy to, ze uniwersum osi czasowych
(zbi6ér indeksow) jest jednoelementowe, uzyskuje sie¢ teorig rownowazng aryt-
metyce PA,

(PA) (Vi) i[x] = x

Zgodnie z aksjomatem (PA) kazdy indeks jest funkcja tozsamos$ciowa. Skoro
istnieje w danym uniwersum doktadnie jedna jednoargumentowa funkcja tozsa-
mosciowa, to uniwersa: osi czasowych oraz operatoréw i-tego nastgpnika, sa jed-
noelementowe. Na gruncie INA + (PA) wazne sa wigc nastepujace twierdzenia:
(T14) (Vi) (V) i = j; (T15) (Vi) (V)) S; = S;. W Swietle (T14) i (T15) indeksy
we wszystkich wzorach s3 zbedne, gdyz nie spelniaja zadnej funkcji réznicujacej
wyrazenia w formufach. Na mocy prostych przeksztalcen mozna wykazaé, ze
aksjomaty INA s rownowazne nastgpujacym twierdzeniom w INA + (PA):

(A1*) () x=0

(A2*) 0=0

(A3*) x20Aizi>ox#X

(Ad*) x=y-o>x=y

(A5*) (Vx) N(x)

(A6™) (Vx)(Jy) S[x] =y

(A7*) i2i-> S[x]=0

(A8*) (Vx)S[x]=0

(A9%)  (Vx)(Vy)( S[x] = Sfy] - x =y)

(A10%) ¥(0) A (VX)[¥(x) = Y(S[x])] — (¥x) ¥(x)

(A1*), (A5*), (A6™), (A8), (A9) i (A10*) stanowig aksjomaty arytmetyki PA.
Pozostale twierdzenia sa tautologiami logiki klasycznej. W podobny sposéb
wszystkie definicje: dodawania, mnozenia, silni, potggowania oraz pozostate,
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przeksztalcaja si¢ w definicje odpowiednich dzialafi w arytmetyce PA. Okazuje
si¢ wigc, ze arytmetyka INA stanowi uogdlnienie arytmetyki PA.

Na uniwersum indekséw mozna narzuci¢ struktur¢ arytmetyki Peano. Uczy-
ni¢ to mozna przez wprowadzenie trzech dodatkowych aksjomatéw opisujacych
»zachowanie si¢” nieindeksowanej funkcji nastgpnika Seq okreslonej na uni-
wersum indekséw. Przy czym nalezy wprowadzi¢ aksjomat ustalajgcy istnienie
pierwszego, zerowego indeksu (wyréznionej osi czasowej) i*.

(1) (Vi[i* = Seq(i)]
(12) (V) (V) [Seq(i) = Seq() = i = j)]
(I3) O(i*) A (Vi)[P(i)) > D(Seq(i))] — (Vi) O(i)

Na gruncie wzmocnienia INA + (I1, 12, I3) istnieje nieskonczenie wiele
numerowanych osi czasowych. W zwigzku z tym na indeksach (osiach czasowych)
mozna dokonywa¢ rozmaitych operacji arytmetycznych. Teori¢ INA + (I1, 12, 13)
mozna zinterpretowac jako rozszerzenie arytmetyki Peano. Warto zauwazy¢, ze
taka teoria pozostaje w sprzecznosci z teoria INA + (PA). Ponadto na gruncie
takiej teorii liczby naturalne Peano sa funkcjami przyporzadkowujacymi obiektom
indeksowane liczby naturalne.

W podobny sposéb mozna rozszerzy¢ arytmetykg INA przez narzucenie na
uniwersum indekséw struktury arytmetycznej liczb wymiernych lub liczb rze-
czywistych. Przy takich rozszerzeniach indeksy (osie czasowe) posiadajg swoje
numery w postaci liczb wymiernych czy tez liczb rzeczywistych. W takich teoriach
mozna wigc indeksowa¢ liczebniki INA liczbami wymiernymi lub rzeczywistymi.
Takie indeksowanie umozliwia wyrazenie intuicji filozoficznej, iz istniejg prze-
szle oraz przyszie osie czasowe wzgledem osi terazniejszej (wyréznionej) (ze
jest ,wiele czaséw przeszlych i czaséw przyszlych”). Przy czym moga by¢ one
»upakowane w politensalnej przestrzeni” ggsto i przeliczalnie (przy indeksowaniu
liczbami wymiernymi) lub gesto i nieprzeliczalnie (przy indeksowaniu liczbami
rzeczywistymi).

Wzmocnieniem arytmetyki INA przez dookre§lenie sposobu uporzadkowania
przedmiotéw (momentéw) na osiach czasowych jest teoria powstajaca z INA
przez dodanie aksjomatu ustalajgcego izomorfizm pomigdzy wszystkimi funk-
cjami i-tego nastgpnika.

(Izm) (Vi) (Vj) S;izm §;

WprowadZmy definicj¢ funkcji podstawy liczebnika przyporzadkowujaca
liczebnikowi przedmiot x taki, Zze dany liczebnik jest oznaczeniem liczby i[x].

(DfA) (Vo) [y, € L= A(y) = x = o = i[X]]
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Niech o, o stanowig liczebniki réznigce si¢ wytaczenie indeksem. Wowczas
zgodnie z aksjomatem (Izm) wazne jest nast¢pujace twierdzenie (T16): (Vo)
(Vay) A(03) = A(ay). Podstawy wszystkich liczebnikéw roznigcych sig wylacznie
indeksem sa identyczne. Na gruncie (INA) + (Izm) udowodni¢ mozna nastgpu-
jace twierdzenie. Niech ® bedzie dowolna, indeksowang operacja arytmetyczng
(dodawaniem, mnozeniem, odejmowaniem itd.). Niech o;, B;, Y, 8, bgda liczeb-
nikami. Udowodni¢ mozna schemat twierdzen (T17) o postaci: (Voy) (V) (V1)
(V8)[A(05) = A(Yn) A A(B) = A(Sg) — 0; By B = Vi ®x §]. Z punktu widzenia
(T17) wyniki obliczen na dowolnych osiach odpowiadajacych sobie liczebnikéw
sq identyczne. Na przyklad: 2; +, 6; = 2;, +4 6,. Oczywicie, przedstawiona row-
no$¢ daje si¢ udowodni¢ wylacznie na gruncie teorii (INA) + (Izm); w innych
teoriach nie jest wazna.

Wyszczeg6inione przykiady wzmocniefi arytmetyki (INA) stuza egzemplifika-
cji tezy, iz prezentowana teoria moze by¢ rozwijana w rozmaitych kierunkach.
W ramach takich wzmocnieft mozna formalizowa¢ rozmaite modele struktur
politensalnych.

III. Filozoficzny ,,model” arytmetyki INA

Nalezy postawi¢ nast¢pujgce pytanie: Jakiego typu struktury opisuje aksjoma-
tyka INA? Zgodnie z aksjomatyka zbidr indeksw jest co najmniej jednoelemen-
towy. Na mocy Al, istnieje przedmiot wyrézniony 0, ktéremu kazda o§ czasowa
(indeks) przyporzadkowuije liczebnik 0. Wszystkie osie czasowe posiadaja wigc
dokladnie jeden element wspdlny, ktérym jest liczba zero. Aksjomatyka (INA)
nie rozstrzyga jednak kwestii dotyczacej tego, ile osi istnieje. Kazda o§ czasowa
jest osig dyskretng i nieskonczenie przeliczalng; jest rownoliczna ze zbiorem
liczb naturalnych Peano. W aspekcie filozoficznym znaczy to, ze kazda o jest
liniowo uporzadkowanym relacja nastgpstwa ciagiem chwil, ktére sg wypetnia-
ne momentami (przedmiotami). Takie ,chwilo-momenty” s3a oznaczane przez
stale liczebniki. Ponadto przedstawiona aksjomatyka nie przesadza tego, w jakim
porzagdku momenty s3 ulokowane na dowolnej osi czasowej; zaklada si¢ jedynie
(zgodnie z (AS) ) to, ze kazdy moment ,lezy” na kazdej osi czasowej. Nastgpu-
jacy diagram ilustruje opisywana strukture:




Modalna arytmetyka indeksowanych liczb naturalnych: mozliwe §wiaty liczb 95

Strzalki ilustruja poszczego6lne osie czasowe; groty wskazuja kierunek relacji
nastgpstwa skorelowanej z i-ta funkcja nast¢pnika. Na strzatkach zlokalizowane
sa momenty; kazda strzatka reprezentuje nieskoficzenie przeliczalny i liniowo
uporzadkowany zbi6r takich momentéw ulokowanych w chwilach. Indeksowa-
ne liczby naturalne stanowia wigc konstrukcje utworzone z momentu i chwili.
Przedstawiona na diagramie struktur¢ mozna opisa¢ formalnie, positkujac si¢
j¢zykiem ,standardowej matematyki”. Taki formalny model pokazuje jednak to,
ze cho¢ indeksowane liczby naturalne mogg by¢ rozumiane jako konstrukty z liczb
naturalnych, to jednak uniwersum ich reprezentantéw w ,.zwyklej matematyce”
nie moze by¢ identycznosciowo zredukowane do calej klasy konstruktéw, otrzyma-
nych na mocy pewnych okreslonych operacji teoriomnogosciowych zastosowanych
do liczb naturalnych. Indeksowane liczby naturalne stanowia jedynie podzbi6r
wlasciwy takiej klasy konstruktow.

1. Szkicowa konstrukcja modelu formalnego

Do konstrukeji indeksowanych liczb naturalnych s3 wymagane obiekty trzech
typdw: (i) osie czasowe (indeksy), (ii) pozycje na osiach czasowych (chwile) wraz
z ich liniowym porzadkiem; (iii) przedmioty (momenty) przyporzadkowywane
chwilom na osiach. Zatozy¢ mozna, ze kazda z tych kategorii stanowi zbi6r
nieskoficzenie przeliczalny, a wiec obiekty kazdej kategorii mozna ponumerowac
liczbami naturalnymi. Zgodnie z aksjomatem (AS5) indeksowane liczby naturalne
sg warto$ciami funkcji-indeks6w (osi czasowych) zastosowanych do przedmiotow.
Takie funkcje przyporzadkowuja dowolnemu przedmiotowi jego pozycje na danej
osi czasowej. Zatem indeksowane liczby naturalne mozna reprezentowaé jak
uporzadkowane trdjki liczb naturalnych o postaci: <numer osi, numer pozycji
na osi, numer przedmiotu>,

Niech IN stanowi uniwersum indeksowanych liczb naturalnych. Wéwczas przy-
ja¢ mozna nastgpujacy warunek teoriomodelowy (liczba zero stanowi reprezenta-
cje obiektu i[0] dla dowolnego i; stad w ponizszym warunku dodajemy element
zero do uniwersum IN):

(W1) 1IN c [N x (N -{0})] x (N -{0}) U {0}

Jednakze nie kazda trdjka liczb naturalnych stanowi reprezentacjg jakiej$
indeksowanej liczby naturalnej. Zgodnie bowiem z aksjomatyka INA na dane;j
osi czasowej na tej samej pozycji nie moga leze¢ dwa rézne obiekty. Przyjaé
wigc naleZy nastgpny warunek:

(W2) (Ynym,t,z)ne NAmeNAte Naze N> (<n,m, t>e IN A
t#2z— <n,m,z> ¢ IN)]
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Zgodnie z (W2), jesli na przykiad tréjka <2, 2, 2> reprezentuje jaka$ indek-
sowang liczbg naturalng, to woéwczas <2, 2, 4> nie reprezentuje zadnej indek-
sowane]j liczby naturalnej. To, ktdre trojki liczb naturalnych naleza do IN, zalezy
od konwencji definiujacych dany model. Na model INA skfadaja si¢ bowiem
liniowo uporzadkowane ciagi tréjek liczb naturalnych nastgpujacego ksztattu:

1 0, <0, 1, n;>, <0,2, n;>, <0, 3, n,>, ..., itd.
2) 0, <11, m;>, <1,2, mj>, <1, 3, m;>, ..., itd.

Dwie pierwsze liczby w dowolnej tréjce nie sa wyznaczone w sposéb kon-
wencjonalny; stanowig aprioryczny skiadnik reprezentantéw indeksowanych liczb
naturalnych. Natomiast to, jaki numer zostanie ,wpisany” na trzecig pozycj¢
w dowolne;j trojce, zalezy od konwencji definiujacych strukturg modelowa.

Pierwszy element trojki reprezentujacej jaka§ indeksowana liczbg naturalng
wyznacza i-tg relacje nastgpstwa korespondujaca z danym ciggiem. Drugi za$
sktadnik trojki wyznacza pozycjg trojki w danym ciggu. Jesli dzialania arytme-
tyczne sg przeprowadzane na tréjkach w obrebie danego ciagu, to wéwczas ich
wynik jest wyznaczony przez drugi skladnik obu tréjek, na ktorych jest wykony-
wane dane dziatanie. Na przykiad: <0, 1, n;> +( <0,2, > = <0, 3, n,>. Jedli
dzialanie jest wykonywane na tréjkach z réznych ciagéw lub na ciggu réznym
od ciagu, do ktérego naleza dane trdjki, to wowczas jego wynik jest zalezny
od trzecich skladnikow tych tréjek. Jesli n; = my i n; = m;, to <0, 1, n;> +,
<0, 2, n> = <1, 1, m> +; <1, 3, m;> = <1, 4, my>. Warto zauwazy¢, ze
redukcja dowolnej ,,wielociagowej” operacji na tréjkach do ,,jednociggowe;j” ope-
racji na trdjkach jest wykonalna tylko wowczas, kiedy funkcja przeprowadzajaca
ciagi, do ktérych naleza tr6jki, w cigg, na ktérym operacja jest wykonywana,
jest obliczalna. Gdyby w podanym przykladzie nie bylo rozstrzygnigte to, czy
n; = my dla dowolnego k, to wowczas obliczenie bytoby niewykonalne. Oczywiscie,
kazda ,,jednociagowa”, indeksowana operacja na tr6jkach jest redukowalna do
korespondujacej nieindeksowanej operacji arytmetycznej stosowanej do drugich
skladnikéw tréjek. Mimo to nie mozna wyprowadzi¢ wniosku, ze indeksowane
operacje arytmetyczne na trojkach sa redukowalne do zwyklych operacji aryt-
metycznych (ich wykonanie bowiem zalezy ostatecznie od istnienia okreSlonych
funkcji obliczalnych przeprowadzajacych ciagi w inne ciagi trojek). Na koniec
nalezy dodaé, Ze nie na kaidej tréjce liczb naturalnych indeksowane opera-
cje mozna okre§la¢. Na przyktad, nie mozna doda¢ do siebie trdjek o postaci:
<0, 1, n;>, <0, 1, m;>, o ile n; # m;, gdyZ co najmniej jedna z tréjek - zgodnie
z (W2) — nie reprezentuje zadnej indeksowanej liczby naturalne;.

Przedstawiony szkic modelu arytmetyki INA skfania do postawienia naste-
pujacego pytania: Czy arytmetyka INA stanowi teori¢ sformulowana w ramach
arytmetyki liczb naturalnych, wzbogaconej o teori¢ mnogosci? Ot6z na to pyta-
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nie nalezy odpowiedzie¢ negatywnie. To, zZe istnieja modele arytmetyki INA
sformulowane na gruncie zwyklej arytmetyki, nie oznacza tego, ze arytmetyka
INA jest jej rozszerzeniem. Analogicznie nie powiemy tego, ze z faktu istnie-
nia teoriomnogo$ciowych modeli rachunku predykatéw wynika to, Ze rachunek
predykatéw jest rozszerzeniem teorii zbioréw. Co wigceej, w §wietle warunkow
konstrukcyjnych modeli arytmetyki INA, dysponujac arytmetyka liczb naturalnych
nie mozna wykona¢ wszystkich obliczeft na gruncie INA. Aby takie oblicze-
nia wykonaé, nalezy dysponowaé funkcjami obliczalnymi przeprowadzajacymi
wzajemnie w siebie wszystkie ciggi modelu. Istnienie takich funkcji zalezy od
konwencji ustalajacych takie ciagi. Twierdzenia arytmetyki INA opisuja dowolny
model niezaleznie od przyj¢tych konwenc;ji ustalajacych poszczegélne ciagi trojek
danego modelu. Ale niektdre formuly obliczeniowe (zbudowane wylacznie przy
pomocy statych liczebnikéw oraz operatoréw ze stalymi indeksowymi), sformu-
towane w jezyku INA, moga by¢ prawdziwe w pewnych modelach i falszywe
w innych. To kontrastuje z sytuacja w arytmetyce Peano. Je§li dana formuta
obliczeniowa PA jest prawdziwa w pewnym modelu standardowym, to jest praw-
dziwa we wszystkich modelach standardowych.

2. Modalny charakter arytmetyki INA

Modalny charakter arytmetyki INA przejawia si¢ na dwa sposoby. Zgodnie
z pierwszym sposobem koniecznos$¢ formuly arytmetycznej jest definiowana jako
prawdziwo$¢ w kazdym modelu, podczas gdy mozliwos¢ — jako prawdziwos¢ w co
najmniej jednym modelu. Takie rozumienie modalno$ci mozna okresli¢ jako
metajezykowe. Zgodnie z drugim sposobem, formuta obliczeniowa jest koniecznie
prawdziwa na danej osi czasowej w danym modelu wiedy, gdy jej prawdziwos$¢
na dane;j osi (ciagu) w danym modelu wyznacza prawdziwos¢ jej odpowiednikow
na dowolnej osi danego modelu osiggalnej z danej osi. Oba ujgcia modalnosci
nie s réwnowazne. Drugi sposéb rozumienia modalno$ci mozna okrefli¢ jako
wewnatrzmodelowy.

Metajezykowa modalnosé

Niech M bedzie dowolnym, standardowym modelem arytmetyki INA. Niech &
bedzie dowolng formutla zapisang w jezyku arytmetyki INA. Wowczas definicja
funktora ,, metajezykowej koniecznosci przedstawia si¢ nastgpujaco:

(Df- Dm) Ml ""Dm(s) = df (V M) M |'=8

Zgodnie z (Df. O,) koniecznie prawdziwymi formufami arytmetyki INA
s3 wylacznie tautologie arytmetyczne (czyli formuly prawdziwe w kazdym
modelu standardowym arytmetyki INA). Wszystkie ,wieloindeksowe” formuly
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obliczeniowe nie posiadaja statusu prawd koniecznych. Na przykiad, formu-
la: 1; + ;35 = 10,, jest prawdziwa w pewnym modelu, ale takze jest falszywa
w innym modelu. Prawdziwo$¢ wyszczeg6lnionej formuly w danym modelu jest
zalezna od konwencji ustalajacych dany model, a w szczeg6Inosci od sposobu
dystrybucji przedmiotéw na osiach czasowych, ustalonego przez dane konwencje
konstrukcyjne. W przeciwiefistwie do podanego przyktadu ,,jednoosiowe” formuty
obliczeniowe, jeSli sa prawdziwe w danym modelu, to sa réwniez prawdziwe
w kazdym modelu. Na przyklad, formufa o postaci: 1; +, 3; = 4,, jest prawdziwa
w kazdym modelu niezaleznie od sposobu konstrukcji osi czasowych. Wszystkim
prawdziwym formufom obliczeniowym arytmetyki Peano odpowiadaja po para-
frazie (w danej formule j¢zyka PA liczebniki i operatory sa indeksowane tym
samym indeksem) ,jednociggowe” formuly arytmetyki INA, ktére s3 metajgzy-
kowo koniecznie prawdziwe. Z punktu widzenia arytmetyki INA arytmetyk¢ PA
mozna interpretowac jako ,algorytm” wybierajacy z uniwersum formut oblicze-
niowych jezyka arytmetyki INA wylacznie formuly koniecznie prawdziwe.

Wewngtrzmodelowa modalnos¢

Skoro konieczno$¢ wewnatrzmodelowa ma wyrazaé ideg, zgodnie z ktorg oblicze-
nia wykonane na danych liczebnikach na jednej osi w danym modelu dziedzicza
si¢ na obliczenia wykonane na korespondujacych liczebnikach na wszystkich
pozostalych osiach modelu osiagalnych z danej osi, to obliczenia cechujace si¢
konieczno$cia w danym modelu beda wyrazaly to, ze w pewnych punktach wszyst-
kie osie danego modelu osiggalne z danej osi posiadaja t¢ sama witasno$¢ aryt-
metyczng (albo inaczej: ze ta sama wlasnoS¢ arytmetyczna przystuguje wszystkim
osiom czasowym danego modelu osiggalnym z danej osi).

Relacja osiggalnosci pomigdzy osiami czasowymi jest zdefiniowana nastgpujaco
(gdzie Obl jest wlasnoscig obliczalnoSci, za$ f reprezentuje funkcje okre§lone na
liczebnikach):

(Df. 4) i 4 j =4 (V%)(3 £) (ObI(D) A filx]] = j[x])

Z osi czasowe;j i jest osiagalna of czasowa j wtedy, gdy dla dowolnego przed-
miotu (momentu) x istnieja takie funkgcje f, Ze f s funkcjami obliczalnymi oraz
wartoscia zastosowania funkcji f do liczby i[x] na osi i jest liczba j[x] na osi j.
Innymi stowy, jesli z osi i jest osiagalna of j, to dla kazdej indeksowanej liczby
na osi i istnieje procedura obliczania liczebnika o tej samej podstawie przed-
miotowej (jaka posiada liczba i[x]) na osi j. Zgodnie z definicja osiagalnosci
pomigdzy osiami kazda o§ czasowa w danym modelu jest osiagalna z samej
siebie. Ponadto, tatwo zauwazy¢, ze relacja osiggalnosci jest przechodnia. Je§li
bowiem pewna funkcja obliczalna f przeprowadza dana liczbe na osi i na liczbe
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na osi j oraz pewna funkcja obliczalna g przeprowadza dang liczbg na osi j na
pewna liczb¢ na osi k, to wowczas istnieje superpozycja funkcji f z funkcja g,
ktdéra przeprowadza dang liczbe z osi i na odpowiednig liczbg na osi k. Taka
superpozycja funkgiji f z funkcja g jest funkcja obliczalng. Zatem zgodnie z (Df. A)
wazne s3 nastgpujace twierdzenia:

(T18) (Vi)idi
(T19) (Vi) (Vj) (VK)[idj AjA Kk = iA K]

Oczywifcie, modele moga by¢ konstruowane na rézne sposoby. Mozliwe sa
takie modele, ze pomigdzy réznymi osiami nie zachodzi relacja osiggalnosci.
Odwrotna sytuacja, w ktorej wszystkie osie danego modelu pozostaja wzgledem
siebie w relacji osiagalnodci, jest takze mozliwa.

Kazda prawdziwa, elementarng formuig obliczeniowa arytmetyki INA mozna
schematycznie przedstawi¢ w nastgpujacy sposob: o; ® B; = ¥, gdzie o, By, %k
sg liczebnikami, za§ ®, jest dowolnym, indeksowanym operatorem. Przy czym
podstawy w liczebnikach: o, B, Y, oznaczajg krotno§¢ funkcji, odpowiednio,
i-tego, j-tego oraz k-tego nastgpnika, zastosowanych do 0. Stad, na przyklad,
2; = §;S[i{0]). Niech &(i, j, k) oznacza elementarng formulg obliczeniowa pod-
padajaca pod schemat: o; ®, B; = Y. Wowczas podstawienie 8(j, j, k/h) oznacza
elementarng formulg obliczeniowg ksztattu: o; ®, B; = vy,. Formufa 8(j, j, k/h)
rézni si¢ od formuly 8(i, j, k) tym, ze w dwdch miejscach (miejsce indeksu
operatora i miejsce indeksu wartoSci operacji), w ktérych wystgpuje indeks k
w formule 8(i, j, k), w formule 8(i, j, k/h) wystepuje indeks h. Definicja koniecz-
noSci wewnatrzmodelowej przedstawia si¢ nast¢pujaco:

(Df. 0) 08, j, k) = ¢ (Vh)[k 4 h = &, j, k/h)]

Zalézmy, ze formuta 1, +, 35 = 10, jest prawdziwa w modelu M. Zatem
zgodnie z (Df. D) obliczeniowa formuta modalna: 0(1; +; 35 = 10,), jest praw-
dziwa w modelu M wtedy, gdy formuta (Vh)[2 4 h — (1; +, 35 = 10y) jest
prawdziwa w M. Jesli model M jest przykladowo skonstruowany z trzech osi,
numerowanych cyframi: 1, 2, 3, oraz pomig¢dzy osiami zachodzi relacja osiagal-
nosci w nastgpujacy sposob: 2.4 1, 2 4 3, to prawdziwos¢ w modelu M formuly:
a(1; +, 35 = 10,), jest réwnowazna prawdziwosci koniunkgji trzech nastgpujacych
formut: (1; +, 35 = 10,) A (17 +1 35 = 10)) A (1; +3 35 = 10;). Latwo zauwazy¢,
ze w rozszerzeniu Peano arytmetyki INA, a wigc w modelach jednoosiowych,
wszystkie prawdziwe formuly obliczeniowe sg koniecznie prawdziwe. Podobna
sytuacja zachodzi w modelach, w ktérych wszystkie osie czasowe sg izomor-
ficzne z uwagi na liniowe uporzadkowanie (dystrybucja momentéw na osiach
pod wzgledem liniowego porzadku jest identyczna na kazdej osi). Konieczno§¢
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wewnatrzmodelowa wyraza wige zasadg sztywnej desygnacji dla liczebnikéw we
wszystkich osiach osiagalnych z danej osi. Oznacza to, ze w pewnych chwilo-
-momentach osie czasowe nie roznia sig. Jesli tréjki liczb naturalnych o postaci:
<1,2,3>,<2,2,3>,..., <n, 2, 3>, s3 indeksowanymi liczbami naturalnymi oraz
relacja osiagalnosci zachodzi pomigdzy osiami: 1, 2, 3, ..., ntak, ze 14 2,2 4
3, ..., n-1 4 n, to wowczas trojki o postaci: <1, 2,3>, <2,2,3>, ..., <n, 2,3>,
wyznaczaja punkty koniecznoSci na kazdej osi czasowe;j. Jesli dla przyktadu ist-
nieje w danym modelu drugi ciag punktéw koniecznosci: <1, 4, 5>, <2, 4, 5>,
..., <N, 4, 5>, to w takim modelu zachodzi: O(2; ®, 4, = o). Dla operatoréw
arytmetycznych jednoargumentowych konieczna prawdziwos$é formut obliczenio-
wych w danym modelu wymaga istnienia co najmniej jednego ciagu punktéw
koniecznosci. Dla operatoréw dwuargumentowych wymagane jest istnienie co
najmniej dwoch takich ciagéw w danym modelu. Mozliwe do skonstruowania sg
modele, w ktdrych nie istnieja zadne ciagi punktéw koniecznosci.

Formuta, ktéra jest koniecznie prawdziwa metajgzykowo, nie musi by¢ koniecz-
nie prawdziwa wewnatrzmodelowo. Formula obliczeniowa: 2; +; 2; = 4;, jest
koniecznie prawdziwa metajgzykowo. Nie mniej jednak w modelach wieloosio-
wych takich, ze: i A k oraz <i, 2, n>, <k, 2, m> € IN, gdzie n # m, 2; +, 2;
nie musi by¢ identyczne z 4,. Otdz, konieczna prawdziwos¢ metajezykowa wyraza
wlasnosci wspdlne wszystkim modelom arytmetyki INA, podczas gdy konieczna
prawdziwos$¢ wewnatrzmodelowa wyraza wlasno$ci wsp6lne wszystkim osiom cza-
sowym danego modelu, konstruowanym na podstawie pewnej osi wyrdznione;.

To, czy pojgcie modalnoéci na gruncie arytmetyki INA posiada jaka$§ wartosé
aplikacyjna, zalezy od tego, czy struktury politensalne, stuzace do konceptuali-
zacji jakichs§ zjawisk, charakteryzuja si¢ wlasno$ciami formalnymi wsp6lnymi dla
wszystkich osi czasowych danej struktury. Arytmetyka INA dopuszcza konstrukcje
modalne i w zwiazku z tym moze stanowi¢ narz¢dzie formalnego modelowania
odpowiednich modalnych struktur politensalnych. Warto dodac¢, ze w przeciwiefi-
stwie do teoriomodelowego rozumienia relacji osiagalnosci w logice modalne;,
w arytmetyce INA relacj¢ osiagalnoSci da si¢ wyrazi¢ w jgzyku przedmiotowym.
W jezykach modalnych, konstruowanych standardowo, nie wprowadza si¢ funkto-
ra wyrazajgcego osiagalno§¢ migdzy$wiatowa. Natomiast w jezyku arytmetyki INA
funktor osiggalno$ci pomiedzy osiami czasowymi jest definiowalny (i jest to
funktor zdaniotwdrczy od wyrazef indeksowych, czyli funkcyjnych).
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IV. Konstrukcje indeksowanych liczb: calkowitych i wymiernych

Indeksowane liczby naturalne moga postuzy¢ za podstawg konstrukcji kategorii
indeksowanych liczb: catkowitych, wymiernych i rzeczywistych. Co wigcej, okazuje
sig, ze istnieje wiele subkategorii tego typu liczb.

1. Indeksowane osiami czasowymi liczby catkowite i pélcatkowite

Uniwersum indeksowanych liczb catkowitych mozna skonstruowa¢ w standardo-
wy sposob jako sumeg rodzin klas abstrakcji wyznaczonych przez indeksowane
relacje réwnowazno$ciowe okre§lone na parach indeksowanych liczb naturalnych
W nastepujacy sposob:

(Df. T,) <ifx], jy]> T <klz], mfu}> = Gi[x] +, m[u] = ily] +, kiz])

Definicj¢ (Df. T,) mozna przeksztaici¢c na mocy (Df. +,) na nast¢pujaca
postac:

(Df. Tp)* <i[x], jly]> Tw <klz), m[u]> = (n[x] +, n[u] = nfy] +, n[z])

Relacja T, generuje wige w iloczynie kartezjanskim indeksowanych liczb natu-
ralnych N x N Kklasy abstrakcji. Kazda taka klasg abstrakcji mozna okresli¢ jako
n-indeksowang liczbg catkowita. Co wigcej, jest tyle indeksow liczb catkowitych,
ile jest r6znych relacji o postaci T, (dla kazdego indeksu n). Zbiér liczb cal-
kowitych o tym samym n-tym indeksie mozna zdefiniowa¢ jako zbiér ilorazowy
zbioru N x N wzgledem relacji T

(Df. C)) C,=NXN /T,

W innym sformulowaniu powiemy, ze A nalezy do zbioru liczb catkowitych
o n-tym indeksie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka para indeksowanych
liczb naturalnych, generujaca klase abstrakcji z uwagi na relacjg T, z ktora
identyczna jest liczba catkowita A. Zbiér indeksowanych liczb catkowitych C
jest wigc identyczny z sumg rodziny zbioréw C, dla dowolnego n. Latwo jest
wykazaé, ze liczebnos$¢ rodziny zbioréw C, jest co najwyzej réwna liczebnosci
zbioru osi czasowych skorelowanych z wyj§ciowym zbiorem indeksowanych liczb
naturalnych.

To, jak ,pracuje” zaprezentowana konstrukcja, mozna zegzemplifikowaé
nastgpujacym przyktadem: Niech beda dane trzy osie czasowe: 0, 1, 2. Niech
X, ¥, z beda przedmiotami. Niech wyszczegdlnione osie posiadaja nastgpujace
poczatkowe porzadki sekwencjalne: <0, xg, Yo, Zg, --.>, <0, Zy, Y1, Xp, -..>, <0, 3,
Zy, Xy, ...>. Wyrdzniamy wigc trzy relacje réwnowaznosciowe: Ty, Ty, T,. Latwo
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mozna pokazaé, ze liczby catkowite: 1y, 1, 15, s roznymi liczbami. Przyjmijmy,
iz 1, jest klasg abstrakcji wyznaczong przez par¢ <xg, 0> oraz relacjg Ty. Do
liczby catkowitej 1o rozumianej jako klasa abstrakeji par indeksowanych liczb
naturalnych, miedzy innymi, naleza nastgpujace obiekty (choc nie sg to wszyst-
kie): <xg, 0>, <yg, Xo>, <Zpy Yo>, <X;, 0>, <y, X;>, <23, ¥1>. Z kolei do
liczby catkowitej 1; nie naleza takie pary, jak: <x;, 0> (ta para nalezy do 3,),
<y;, %>, <z, y;>. Stad oczywistym jest: 19 # 1;. Podobnie mozna wykazac:
-2,#-2,. Do -2, nie nalezy <0, yo> (ta para nalezy do -1, oraz do -2, ).

Warto zwréci¢ uwage na nastgpujace cechy charakterystyczne uniwersum
indeksowanych liczb catkowitych: (i) dla dowolnych indeksow i, k, 0; = 0y, czyli
istnieje dokladnie jedna liczba catkowita 0; (ii) jeli dwie osie czasowe indekso-
wanych liczb naturalnych sa izomorficzne z uwagi na swoje relacje nastgpnika,
to obie osie generuja ten sam zbidr indeksowanych liczb catkowitych; (iii) jesli
zachodzi wzmocnienie (PA), to dla dowolnych indekséw i, k, zachodzi: o; = o,
gdzie o, oy s3 liczebnikami (innymi stowy: istnieje doktadnie jedna jedynka,
doktadnie jedna dwoéjka itd., w zbiorze liczb catkowitych ufundowanych na
uniwersum indeksowanych liczb naturalnych wyznaczonych przez aksjomatyke
INA + (PA)); (iv) dla danej relacji T, kazda para indeksowanych liczb natural-
nych nalezy do jednej liczby catkowitej wyznaczonej przez t¢ relacje; jesli dana
przestrzefi indeksowanych liczb naturalnych wyznacza n kategorii liczb catkowi-
tych C,, to dowolna para indeksowanych liczb naturalnych nalezy do dokiadnie
jednej liczby catkowitej w kazdej kategorii C,.

Na uniwersum indeksowanych liczb catkowitych mozna narzuci¢ operacje
k-tego dodawania liczb catkowitych oraz k-tego ich mnozenia. Co wigcej, opera-
cje te mozna uog6lni¢ do operacji dodawania i mnozenia z uwagi na okreslone
funkcje (analogicznie jak w wypadku indeksowanych liczb naturalnych). Naj-
pierw nalezy wprowadzi¢ odpowiednie operacje na parach indeksowanych liczb
naturalnych. Nastgpnie nalezy zdefiniowa¢ n-dodawanie oraz n-mnozenie jako
klasy abstrakcji od weze$niej zdefiniowanych operacji na parach indeksowanych
liczb naturalnych.

(Df ¢,) <ifx], jly]> ¢, <k[z], m[u]> = <i[x] +, kfz] , jly] +, m{u]>

(Df +(Tw)) [<ilx], jly]>1T, +(Ty) [<k[z], m[u]>1T;, = [<i[x], jy]> ¢, <k[z],
m[u]>1T,,, gdzie [<i[x], jly}>1T,, [<i[x], jly]>17, s3 klasami abs-
trakcji danych par uporzadkowanych z uwagi na relacj¢ T,

W wypadku wzmocnienia INA + (PA), dla dowolnych n, k, operacje: +(T}),
+(Ty), sa identyczne. W podobny sposéb wprowadza si¢ definicj¢ mnozenia
indeksowanych liczb catkowitych.

Zdefiniowa¢ mozna kategorig liczb plcatkowitych. Ot6z, takie liczby poicatko-
wite bedg klasami abstrakcji od par indeksowanych liczb naturalnych z uwagi na
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pewng relacje¢ réownowaznoSciowa okreslong jedynie na pojedyncze;j osi. Definicja
tejze relacji przedstawia si¢ nast¢pujaco:

(Df. By) <i[x], jly]> By, <k[z], m[u]> =[i=nAj=nAk=nam=na

(ifx] +n m[u] = i[y] +, k{z])]

Zgodnie z (Df. B,) jedynie pary indeksowanych liczb naturalnych z jedne;j i tej
samej osi moga pozostawac wzgledem siebie w relacji B,. Relacja B, generuje
wigc w iloczynie kartezjanskim N x N klasy abstrakcji. Kazdg taka klasg abs-
trakcji mozna okresli¢ jako n-indeksowana liczbg pélcatkowita. Co wigcej, jest
tyle indekséw liczb pétcatkowitych, ile jest réinych relacji o postaci B,. Zbi6ér
liczb péicatkowitych o tym samym n-tym indeksie mozna zdefiniowac jako zbi6r
ilorazowy zbioru N x N wzgl¢dem relacji By:

(Df. semiC,) semiC, = N X N/ B,
Zbiér semiC bedzie wige definiowany jako suma rodziny zbioréw semiC,,.

2. Indeksowane liczby wymierne i pélwymierne

Indeksowane liczby wymierne dajg si¢ skonstruowa¢ z indeksowanych liczb cat-
kowitych za pomocg operacji n-mnozenia. W odréznieniu od indeksowanych
liczb naturalnych, liczby calkowite oraz péicatkowite bgda indeksowane indek-
sami dolnymi. Taki indeks oznacza o§ czasowa liczb naturalnych, na bazie ktérej
dana liczba catkowita lub péicatkowita jest skonstruowana. Tak, jak w wypadku
indeksowanych liczb catkowitych, uniwersum indeksowanych liczb wymiernych
rozpada si¢ na podklasy wyznaczone przez szczegélnego rodzaju relacje réwno-
waznosciowe skorelowane z okre§lonymi operacjami n-mnozenia. Zdefiniujmy
wigc relacj¢ réwnowazno$ciowa M,

(Df. My) (Vxy, Y, Zio Up) {Xi€e CAyj€e CArzge CAaupe CAyj#0Au,=0
- [<xi’ Yj> M, <Zy, Up> = (Xi‘ aUn = Yi- nzk)]}

Definicja (Df. W,) jest rownowazna formule ksztattu:

(Df. Mp)* (V%3 ¥y 2, Um) {Xxi€ CAyje CAzue CAuge CAYj20Au,20
- [<x; Y= M, <z, up> = (X3 o U = Yo' nZa)]}

Relacja M), generuje w iloczynie kartezjafiskim: C x (C — {0}) pewien zbi6r
klas abstrakcji. Kazda taka klasa abstrakcji, wyznaczona, przez M,, jest jaka$
liczbg wymierng o n-tym indeksie. Zbior liczb wymiernych o tym samym n-tym
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indeksie mozna zdefiniowaé jako zbidr ilorazowy zbioru C x (C - {0}) wzgle-
dem relacji M,;:

(Df. W,) W, = C x (C - {0}) / M,

Zbi6r wszystkich indeksowanych liczb wymiernych W jest wigc sumg rodziny
zbioréw W,,. Wyr6zni¢ mozna nastgpujace charakterystyczne cechy tego zbioru:
(i) istnieje dokladnie jedna liczba wymierna 0; (ii) rodzina zbioréw W, nie jest
liczniejsza od rodziny zbioréw C, (innymi stowy: zbiér indekséw liczb wymier-
nych nie jest liczniejszy od zbioru indeksow liczb catkowitych, nad ktorym liczby
wymierne s3 skonstruowane); (iii) jesli C = Cy —» W = Wy; w tej sytuacji zbior
indeksowanych liczb wymiernych ,,redukuje si¢” do standardowego zbioru liczb
wymiernych.

Skonstruowaé mozna trzy kategorie liczb poéiwymiernych: na bazie liczb pot-
catkowitych oraz na bazie liczb catkowitych. Pierwsza kategorie W*,,;,c konsty-
tuujg liczby pétwymierne ufundowane ,,jednoosiowo” na liczbach pétcatkowitych.
Druga kategorig W,,,;c stanowig liczby pétwymierne ufundowane ,,wieloosiowo”
na liczbach péicatkowitych. Tizecig kategorig W*¢ konstytuuja liczby péiwymierne
ufundowane ,,jednoosiowo” na liczbach catkowitych. Konstrukcje wymienionych
kategorii przedstawiaja si¢ nast¢pujaco:

Konstruujemy nastgpujaca klasg relacji réwnowaznosciowych:

(DE. M*pic, ) (VX35 ¥ 5 Zks Upm) {X; € semiC A y; € semiC A 2y € semiC A up
€ semiC AY;# 0 A up # 0 > [<x;, ¥;> M*pic, 0 <Z, Un> =
[i=nAj=nak=nAam=nA:qUy=Yi 2z}

Relacja M*,,,,;c, » Wyznacza wigc wylacznie na n-tej osi liczb pdéicatkowi-
tych okreslone klasy abstrakcji par liczb policatkowitych. Kazdg taka klas¢ abs-
trakcji mozna skonceptualizowaé jako liczbg pétwymierng nalezaca do zbioru
W*semiC, ne

(Df- W*semiC, n) W*semiC, n = semiC x semiC — {0} /M*semiC, n

Zbior W*,,,ic.  jest wige zbiorem ilorazowym semiC x semiC — {0} /| M*smic, n
wzgledem relacji M*,,;c, ,. Suma rodziny zbioréw W*,,.;c , jest identyczna ze
zbiorem W*,,,;c. Pary liczb pdicatkowitych nalezace do zdefiniowanego rodzaju
liczb pétwymiernych posiadaja nastgpujace charakterystyczne wtasnosci: (i) licz-
by pélcatkowite nalezace do takich par majg ten sam indeks; (ii) w strukturze
z jedng osig czasowg liczb pdicatkowitych kazda liczba potwymierna nalezaca do
W emic jest téwniez liczbg wymierna; (iii) dla przestrzeni z nieskonczong iloscig
osi czasowych liczb péicatkowitych zachodzi nastgpujgca zalezno$¢: poniewaz
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kazda liczba pétcatkowita zawiera si¢ w korespondujacej liczbie catkowitej, a te
ostatnie tworza pary uporzadkowane konstytuujace liczby wymierne, to mozna
relacj¢ zachodzacg pomigdzy liczbami pétwymiernymi kategorii W*,,,ic a liczbami
wymiernymi okresli¢ jako zanurzenie (skiadniki elementow — uporzagdkowanych
par - liczb pélwymiernych kategorii W*,,, .. zawieraja si¢ w korespondujacych
sktadnikach - uporzadkowanych parach — elementéw liczb wymiernych).

Skonstruujmy nastgpna relacj¢ rownowazno$ciowa, ktorej klasy abstrakcji sa
identyczne z liczbami péiwymiernymi kategorii W, c.

(Df. Memic, n) (Vi ¥j 5 2o Up) {%; € semiC A yj € semiC A zy € semiC A uy €
semiC A y; # 0 A ug #0 = [<X;, ;> Mgpic, n <2k Um> =X g
Un = ¥i'n Zk]}

Réznica pomigdzy relacjami: M*,,,,;c , 0raz My,,,;c. », sprowadza si¢ do tego,
ze pary pozostajgce wzglgdem siebie w relacji M*;,,;c , »istnieja” na tej samej
osi czasowej, podczas gdy pary pozostajagce wzglgdem siebie w relacji My,ic, 5
moga ,,istnie¢” na roéznych osiach czasowych. Oczywistym jest twierdzenie, zgod-
nie z ktérym: M*.,,.;c o © Myepic, o W wypadku przestrzeni o jednej osi czasowej
obie relacje sg identyczne. Kazdg klase abstrakcji wzgledem relacji M, o dla
danego n mozna okresli¢ jako wielosiowo skonstruowang liczbg pétwymierna:

(Df I'VsemiC, n) stemiC, n = semiC x semiC - {0} /MsemiC’ n

Suma rodziny zbiorOw W,,pc, , jest identyczna ze zbiorem W,c. Poréwnujac
liczby pétwymierne nalezace do kategorii: W*mic, Wiemic, mozna metaforycznie
stwierdzié, ze liczby pétwymierne ze zbioru W, sa ,silniej wymierne” niz
liczby ze zbioru W*,,,.. Okazuje si¢ bowiem, Zze kazda liczba pélwymierna
kategorii W*,,,;c jest zawarta w korespondujacej liczbie péiwymiernej kategorii
Weemic.- Warto zaznaczy¢, ze liczby pétwymierne Kategorii W,,c nie s3 zawarte
w korespondujacych liczbach wymiernych; w tym wypadku zachodzi réwniez
relacja zanurzenia (cho¢ to zanurzenie liczb polwymiernych kategorii Wi,pc
w korespondujacych liczbach wymiernych jest ,silniejsze” niz zanurzenie liczb
polwymiernych kategorii W*,,,;c w odpowiadajacych im liczbach wymiernych).

Skonstruujmy nastgpna relacje rownowaznosciows, ktérej klasy abstrakcji sg
identyczne z liczbami péiwymiernymi kategorii W*c.

(Df. M*¢, o) (Y%, ¥j 5 2o U) (X6 CAYj€ CAge CAruge CAy#0A
Um¢0—-)[<xi,yj>M*C’n<zk,um>E[i=n/\j=n/\k=n/\
m=nA(X:,up=Y 2}
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Klasy abstrakcji relacji M*¢, , sa ztozone z par liczb catkowitych nalezacych
wylacznie do jednej osi. Zbiér liczb péiwymiernych kategorii W¥¢ ,, definiujemy
nast¢pujaco:

(Df. W*e ) Wec o = C X C ~ {0} | M, ,

Suma rodziny zbioréw W*¢ , jest identyczna ze zbiorem liczb p6iwymiernych
W*c. Jesli przestrzen osi czasowych liczb catkowitych jest jednoelementowa, to
zbiér W*, jest identyczny ze zbiorem W. Latwo mozna wykaza¢, ze kazda liczba
poélwymierna kategorii W* jest zawarta w korespondujacej liczbie wymierne;j.

Na liczbach pétwymiernych oraz wymiernych mozna okresli¢ takie dziatania,
jak: dodawanie, mnozenie, dzielenie, potggowanie itd. Co wigcej, z liczb wymier-
nych oraz pélwymiernych mozna tworzy¢ ciagi (migdzy innymi ciagi spetniajace
warunek Cauchy’ego).To za$ umozliwia skonstruowanie indeksowanych liczb rze-
czywistych metoda Cantora. Liczby rzeczywiste tak konstruowane mozna nadbu-
dowywaé nad czteroma kategoriami liczb wymiernych: trzema kategoriami liczb
pStwymiernych oraz kategoria indeksowanych liczb wymiernych. Przy czym takie
ciagi Cantorowskie, spelniajace warunek Cauchy’ego, moga by¢ konstruowane
jednoosiowo lub wieloosiowo. W $wietle naszkicowanego projektu konstruk-
cyjnego uniwersum indeksowanych liczb rzeczywistych jawi si¢ jako kategoria
niejednorodna, posiadajaca swoje subkategorie w postaci réznych typéw liczb
polrzeczywistych.

Zakoficzenie

Jesli liczby rzeczywiste tworza rozne osie czasowe, a wigc i one sg indeksowane
osiami czasowymi, to wowczas mozna konstruowaé z takich zbioréw liczb rze-
czywistych plaszczyzny. Klasyczne plaszczyzny mozna by okresli¢ jako produkty
kartezjafiskie zbioréw R, x R,. Natomiast nicklasyczne ptaszczyzny bylyby pro-
duktami kartezjaniskimi o postaci (gdzie n # m): R, x R,,. Takie nieklasycz-
ne konstrukcje plaszczyzn, polegajace na tym, ze ich osie konstytuuja rozne
osie czasowe (mozliwe $wiaty), mozna by okresli¢ jako ptaszczyzny modalne
(interSwiatowe), o ile pomigdzy indeksami jest okre§lona relacja osiggalnosci.
Funkcja odleglosci migdzy dowolnymi punktami takiej przestrzeni nie moglaby
by¢ reprezentowana jako diugos$¢ przeciwprostokatnej odpowiedniego tréjkata
prostokatnego. W takim wypadku odleglos¢ pomigdzy osiami czasowymi (moz-
liwymi Swiatami) réwniez musialaby wspétdeterminowaé odlegtosé pomiedzy
dwoma punktami dowolnej modalnej ptaszczyzny. Co wigcej, z punktu widze-
nia jednej osi (obserwatora) odlegto$¢ pomigdzy danymi punktami modalne;j
plaszczyzny mogtaby si¢ rézni¢ od odlegtosci pomigdzy tymi samymi punktami
z punktu widzenia drugiej osi takiej plaszczyzny (wyniki tych samych operacji
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na liczebnikach na réznych osiach moga si¢ rézni¢). Wyszczegdlnione proble-
my wymagaja rozstrzygnigcia podstawowej kwestii: w jaki spos6b skonstruowaé
funkcj¢ odlegtodci pomigdzy osiami czasowymi (mozliwymi §wiatami)? Problem
ten komplikuje si¢ przy zalozeniu, ze liczba osi czasowych jest nieprzeliczalna,
a wigc wowczas, kiedy liczby rzeczywiste sg indeksowane innymi liczbami rzeczy-
wistymi. W kazdym razie przedstawiona konstrukcja arytmetyczna moze stanowi¢
podstawe dla konstrukgji ,,dzikiej, modalnej” geometrii.

Czy zaprezentowana szkicowo konstrukcja arytmetyki indeksowanych liczb
mogtaby posiadaé jakie§ aplikacje w przyrodoznawstwie, w obszarze nomolo-
gicznego modelowania jakich§ zjawisk fizycznych? Na to pytanie nie jest tatwo
odpowiedzie¢, gdyz nie wiadomo, jakiego typu obiekty geometryczne generuje
uniwersum indeksowanych liczb rzeczywistych. Jaki status geometryczny mialyby
inter§wiatowe okregi, trojkaty czy nawet odcinki?

On Modal Arithmetic of Indexed Natural Numbers:
Possible Worlds Made of Numbers

Key Words: indexed natural numbers, arithmetic modalization of arithmetic, gene-
ralization of arithmetic, semi-whole numbers, semi-rational numbers,
semi-real numbers

The purpose of the article is to construct an arithmetic of indexed natural
numbers which would be a generalized version of Peano’s arithmetic. It is
assumed within that theory that there may be several numbers one, several
numbers two, several numbers three, etc. Moreover several different operations
of addition and multiplication can be defined for these numbers. Such formalism
makes it possible to construct new kinds of numbers; semi-whole numbers,
semi-rational numbers and semi-real numbers. The construction is inspired by
Kant’s philosophy.



