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I. Wstep

Przypus$émy, ze $wiat jest tu i dwdzie indeterministyczny. Tu i teraz moge pod-
nie$¢ filizank¢ kawy, ale mogg tez jej nie podniesé. W laboratorium na Rey-
monta lecacy elektron moze odchyli¢ si¢ w prawo w polu magnetycznym, ale
moze odchyli¢ si¢ w lewo. W wielu jednak innych obszarach §wiata rzeczy tocza
si¢ twardym biegiem: bezpoSrednia przyszlo$é zdarzen zawiera doktadnie jedna
mozliwos¢. Pitka toczy si¢ po murawie ku bramce i nie ma mozliwosci, zeby
wpadia w inne miejsce niz to wtasnie. By¢ moze ta wizja jest falszywa. By¢ moze
kazde zdarzenie ma dokladnie jedng mozliwg przyszig kontynuacjg, co znaczy,
ze kroluje powszechny determinizm. By¢ moze, odwrotnie, tam gdzie nasz wzrok
widzi twarda konieczno$¢, stoja otwarte mozliwo$ci. W skrajnym wypadku, by¢
moze kazde zdarzenie ma wigcej niz jedng mozliwg przyszla kontynuacj¢. Nie
potrafimy wykluczy¢ tych skrajnych opcji. Zaté6zmy jednak, na uzytek tej pracy,
indeterminizm lokalny, czyli zat6zmy, ze §wiat jest jedynie tu i 6wdzie indeter-
ministyczny.

Wsréd wielu niejasnoSci zwigzanych z pojeciami determinizmu i indetermini-
zmu jest jedno, ktére dotyka wlasnie takiego lokalnego pojgcia determinizmu.
Z jednej strony, obecno$¢ zdarzen indeterministycznych prowadzi do wyréznienia
pewnych obszaréw §wiata, tych, w ktdrych zachodza indeterministyczne zdarzenia.
Z drugiej strony, nasze modalne intuicje sg czesto demokratyczne. Na przy-
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kiad méwimy, ze co§ moglo si¢ zdarzyé wcze$niej (pdzniej) albo co§ mogliSmy
zrobi¢ wczesniej (p6Zniej), chociaz realnie takich mozliwosci nie bylo. Bardziej
niz makroskopowych zjawisk demokracja ta zdaje si¢ dotyczy¢ elementarnych
obiektéw fizycznych. Aby zilustrowaé — cho¢ dwa protony zderzyly si¢ w danym
miejscu i czasie, fizycy sklonni sg twierdzi¢, ze mogly si¢ zderzy¢ w dowolnym
(cho¢ by¢ moze ograniczonym do jakiego$ obszaru) miejscu i czasie. Przekonanie
to opiera si¢ na wymogu, aby prawa przyrody nie wyrdznialy jakich§ momentow
czasu i miejsc przestrzeni. Ale tu wiasnie tkwi zarzewie konfliktu: jak bowiem
zagwarantowad, ze prawa nie wyrdzniajg jakich§ momentow czasu i miejsc prze-
strzennych, skoro (przy zalozeniu lokalnego indeterminizmu) pewne momenty
i miejsca sa wyr6znione, bo zachodza w nich indeterministyczne zdarzenia?!
Warto moze tu jeszcze wspomnied, ze istnieje silny zwiazek, poprzez twierdzenia
E. Noether, migdzy tym, ze teoria nie wyr6znia momentéw/czaséw (bardziej
ogélnie: zachowuje symetrie), a tym, ze spetnione sa w niej zasady zachowania,
takie jak zasada zachowania energii, pedu czy krgtu?,

Aby ustali¢ terminologie, w dalszym ciagu bgdziemy méwili o konflikcie migdzy
modalng demokracja a realnymi mozliwosciami. Z punktu widzenia modalnej
demokracji, nasz kolega Michal mégtby by¢ prezydentem Polski: podczas ostat-
nich wyboréw prezydenckich mial powyzej trzydziestu pieciu lat, a wigc przystu-
giwalo mu bierne prawo wyborcze. Z drugiej strony, o ile dobrze go znamy, nie
bylo realnie mozliwe, ze zostanie prezydentem Polski. Po prostu nigdy si¢ o to
nie staral, a nawet nigdy taka mysl nie zaswitala mu w glowie.

Musimy tu Czytelnika uprzedzi¢, ze wskazanego konfliktu nie rozwigzemy,
cho¢ zasugerujemy pewne rozwiazanie. By¢ moze ten konflikt jest wrecz nieroz-
wigzywalny na gruncie szczeg6lnych teorii modalnosci, tj. teorii typu branching,
ktérymi si¢ zajmiemy. Zbadamy natomiast pewng probg rozwigzania problemu,
ktéra jest i intuicyjna, i pozwala na formalna precyzje. Jak si¢ jednak okaze,
cena za jej przyjgcie jest zbyt duza. Pomyst jest nastepujacy: realne mozliwo-
$ci dotycza konkretnych zdarzefi, za§ modalna demokracja — momentéw czasu
lub miejsc czasoprzestrzennych3, Méwiac dokladniej, w kazdym mozliwym sce-
nariuszu rozwoju $wiata panuje lokalny indeterminizm, czyli zachodzi w nim
stosunkowo niewiele zdarzefi indeterministycznych. Z drugiej strony, w kazdym
momencie czasu (lub punkcie czasoprzestrzennym) w jakims scenariuszu zachodzi
zdarzenie indeterministyczne. Scisle méwiac, powinnismy postawié mocniejszy
postulat, ktory zadalby, aby w kazdym momencie czasu (punkcie czasoprze-
strzennym) w jakims$ scenariuszu zachodzito zdarzenie indeterministyczne odpo-

I Pytanie to postawil jednemu z autoréw (TP) J. Butterfield w lipcu 2004; bylo ono poczatkiem
przedstawionych tu badas.

2 Por. Brading, Castellani (2007).

3 Pomyst ten i jego pierwsze opracowanie zrodzily si¢ w dyskusjach jednego z autoréw (TP)
z T. Miillerem w czerwcu 2006 r.
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wiedniego typu. Przyktadowo, chociaz w realnej historii te dwa protony zderzyly
si¢ wtedy-to-awtedy, to dla kazdego momentu czasu istnieje historia, w ktorej
w tym momencie zderzaja si¢ wlasnie te dwa protony. Nie wprowadzamy jednak
tego mocniejszego postulatu, poniewaz nawet bez niego wyslowiona powyzej
idea rozwiazania konfliktu miedzy realng mozliwosciag a modalng demokracja
bedzie miata zte konsekwencje?.

Dyskusj¢ prowadzimy na gruncie teorii typu branching: branching-time (BT)
Priora (1967) i Thomasona (1970) oraz branching space-times (BST) Belnapa
(1992). Wybieramy je, poniewaz s3 to obecnie jedyne matematycznie precyzyjne
teorie mozliwoswiatowe. Co wazne, potrafig one formalnie wyrazi¢ uzyte powyzej
intuicyjne pojgcia, takie jak: zdarzenie, zdarzenie wyboru (czyli indeterministycz-
ne), mozliwa przyszta kontynuacja zdarzenia, mozliwa historia, chwila czasu/punkt
czasoprzestrzenny, historia (in)deterministyczna w obszarze i inne. Niemniej
teorie te s pojeciowo do§¢ skromne, to znaczy nie maja obecnie Srodkéw do
wyrazenia wielu waznych pojeé. W szczegdInoSci, nie maja pojgcia prawa przy-
rody, ktére mogloby postuzy¢ do préby rozwiazania konfliktu migdzy realng
mozliwoscia a modalng demokracjg. Mozna by bowiem powiedzie¢, ze to prawa
maja by¢ modalnie demokratyczne, to znaczy zachowywac symetrie (W szcze-
goInosci czasoprzestrzenne), a realne mozliwosci majg odnosi¢ si¢ do realnych
zdarzefi, procesdw i indywidudw. Moglby kto§ na przyklad sadzi¢ (biednie - jak
uwazamy), ze z punktu widzenia standardowej obecnie, lewisowskiej koncepcji
mozliwych $wiatéw opisany konflikt tatwo jest rozwigza¢. Punktem wyjscia tej
teorii jest mozliwy §wiat; rozwazamy nast¢pnie jego opis w jakim§ jezyku przy
pomocy zdafi w czasie terazniejszym i niezawierajacych wyrazei okazjonalnych.
Rozpatrujemy potem rozne aksjomatyzacjg tego opisu. Wybieramy t¢ aksjomaty-
zacjg, ktéra maksymalizuje dwie przeciwne cechy: prostotg i moc. Tak uzyskany
zbiér zdan nazywamy zbiorem praw przyrody rozwazanego mozliwego §wiata.
(Lewis 1986, 1983)

Watpliwe jest, aby opisana procedura gwarantowala, ze prawa przyrody
zachowuja symetrie. Nie wida¢ powodu, dlaczego aksjomaty najbardziej proste
i mocne mialyby na przykiad zachowywaé symetrie czasoprzestrzenne. Mogli-
bySmy oczywiscie postawi¢ dodatkowy warunek, aby prawa zachowywaly zadane
symetrie. Czyli wybieralibySmy wtedy jako prawa przyrody tg¢ aksjomatyzacje,
ktora osigga najlepszgq réwnowage co do trzech aspektéw: speiniania zadanych
symetrii, prostoty i mocy. Wtedy jednak mielibySmy modalnie demokratyczne
prawa mozliwego Swiata dzigki naszemu postulatowi, a nie dzigki temu, jaki
ten Swiat jest.

4 Oczywiscie, mocny postulat bylby trudny do formalnego wyrazenia; wymaga on na przykiad
mowienia o rzeczywistym indywiduum istniejacym réwniez w innych mozliwych historiach.
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Plan naszego tekstu wyglada nastgpujaco. W rozdziale 2 szkicujemy dwie
teorie branching: BT i BST. W rozdziale 3 definiujemy model demokratyczny
z lokalnym determinizmem, tj. model, w ktorym w dowolnej historii jest niewiele
zdarzefi indeterministycznych, natomiast w kazdym momencie/punkcie czaso-
przestrzennym istnieje w jakiej$ historii zdarzenie indeterministyczne. Wyniki
dotyczace istnienia takich modeli w teorii BT przedstawiamy w rozdziale 4,
za$ wyniki dotyczace teorii BST — w rozdziale 5. Dyskusja wynikéw, konkluzje
i otwarte problemy znajduja si¢ w ostatnim rozdziale 6.

IL. Teorie branching: BT i BST

Teorie branching biora swéj poczatek w pracy A. Priora (1967) analizujacej
pojecie czasowej mozliwosci. Jednym z zadafi bylo zbudowanie semantyki dla
jezyka, w ktOrym wystepuja zarowno operatory modalne, jak i czasy gramatyczne.
Takie wiasnie zadanie spelnia branching-time Priora-Thomasona (1967, 1970).
Pozniejsza o ¢wierc wieku teoria branching space-times Belnapa (1992) uwzgled-
nia dodatkowo aspekt przestrzenny zdarzef i pewne aspekty relatywistyczne
(szczegblne;j teorii wzglednosci).

Obie teorie zasadzaja si¢ na intuicyjnym rozréznieniu, zgodnie z ktérym przy
danym stanie §wiata, pewne mozliwoSci sa realne, a inne nie s3 realneb. Te ,nie-
realne” mozliwosci byé moze sa mozliwe do pomyslenia albo sa niesprzeczne
z opisem dotychczasowego §wiata, albo nawet niesprzeczne z opisem dotych-
czasowego §wiata i (jakimi§) prawami przyrody $wiata. Stowo ,,dotychczasowe”
oznacza, ze realne mozliwosci sg zrelatywizowane wzgledem czasowych zdarzei:
co$, co kiedy§ bylo realna mozliwoscia, przestaje by¢ realng mozliwo$cia poz-
niej. Podstawowa réznica migdzy BT a BST dotyczy pojecia zdarzenia, a wigc
tego, wzgledem czego okreSlone sa realne mozliwosci (,,stanu Swiata”). W BT
zdarzenie jest maksymalnie duze przestrzennie; jest bowiem zdefiniowane jako
momentalny przekrdj $wiata, a wigc og6l zdroworozsadkowych zdarzef réw-
noczesnych z zadanym (zdroworozsadkowym) zdarzeniem. Odwolanie si¢ do
réwnoczesno$ci oznacza, ze BT nie jest teoria relatywistyczng. Punktem wyjscia
BST jest natomiast zdarzenie punktowe.

1. BT

Przejdziemy teraz do formalnych definicji zwigzanych z teorig BT. Jej pojgciami
pierwotnymi s3: niepusty zbidr W oraz czgSciowy porzadek na tym zbiorze. Ele-

5 Nazwa BT jest wysoce niefortunna, poniewaz w BT nie ma Zadnego rozgai¢ziania czasu,
a co wigcej, zbior momentow czasowych jest uporzadkowany liniowo. Rozgalgziaja si¢ natomiast
mozliwe scenariusze (historie).

6 Rozroznienie miedzy real possibility a mere conceivability opisane jest np. w Xu (1997).
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menty W interpretujemy jako mozliwe zdarzenia, przy czym przez ,zdarzenie”
rozumiemy momentalny przekrdj §wiata, zadany przez relacj¢ réwnoczesnosci.
Przez e < e’ rozumiemy, zZe zdarzenie e jest w przesziosci e’, albo réwnowaznie,
ze e’ nalezy do mozliwej przysziosci e.

Dowolny podzbiér [ ¢ W nazywamy faficuachem w W wtw, gdy dowolne ele-
menty e, e; € | s3 porébwnywalne ze wzgledu na porzadek <, czyli albo e; < ey,
albo e; < e.

DEFINICIA 1
Zbior h ¢ W nazywamy historig wiw, gdy jest maksymalnym (ze wzgledu na inklu-
zZje) laricuchem w W,

DEFINICIA 2

Zbidr wszystkich historii w modelu bedziemy oznaczaé przez Hist.

Zbidr wszystkich historii, do ktdrych nalezy zdarzenie e, bedziemy oznaczaé
przez H (e)

Dla dowolnych historii hy, h, € Hist dowolny element maksymalny w hy N hy nazy-
wamy zdarzeniem wyboru dla hy, i h;.

Zdarzenie e jest zdarzeniem wyboru w ogdlnosci, jesli jest zdarzeniem wyboru dla
jakichs historii. Jesli e € W nie jest zdarzeniem wyboru, to jest zdarzeniem deter-
ministycznym.

Zeby podaé pelna definicje modelu BT, potrzebujemy jeszcze definicji $cistego
porzadku, ktory rozumiemy zwyczajnie, tj. e; < e; wtw, gdy e; < e, A e; #e,.

DEFINICJA 3

Uporzqdkowang parg postaci B = (W, <), gdzie WD § a < jest czgsciowym porzqd-

kiem na W, nazywamy modelem BT wtw, gdy spelnione sq nastgpujqce warunki:

1. Dla dowolnych ey, e, ey jesli e, <e3i e, <ey to (e; <e; lub e, <ey) (brak
rozgalezien do tytu).

2. Dla dowolnego e, € W oraz dowolnych h,, h, € Hist: jesli e, € hy/h,, to istnieje
e, € W takie, ze e, jest maksymalne w hy "\ hy i e; < e, (Zasada Wczesniejszego
Wyboru — ZWW)3.

Podamy teraz kilka pojeé i faktow zwiazanych z BT, ktére niezbedne bgda
w dalszej cz¢sci naszego artykutu.

7 Piszemy ,wiw, gdy” zamiast ,,wtedy i tylko wtedy, gdy”.

8 Warunek ten jest mocniejszy od warunku podawanego przez Priora (1967), Thomasona
(1970), Belnapa i in. (2001), zgodnie z ktdérym dowolne dwie historie maja mieé niepuste przecigcie,
dozwalajac, aby w przecigciu historii nie bylo elementu maksymalnego — por. dyskusj¢ u Belnapa
iin. (2001). Przyjeliémy tu mocniejszy warunek, aby upodobnié nasze definicje dotyczace BT i BST.
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DEFINICJA 4

Powiemy, ze historie h,, h, € Hist nie rozdzielajq si¢ w zdarzeniu e € W, hy =, h,,
wiw, gdy Je’e W-e <e’ae’e hynh,

Powiemy, ze historie hy, h, € Hist rozdzielajq si¢ w zdarzeniu e € W, h; L, hy, wiw,
gdyee hynhyoraz —3e’ec W: e <e’Ae’e hyNh,

Nietrudno zauwazy¢, iz relacja =, jest relacjg rownowaznosciowa na zbiorze Hy,.
W zwiazku z tym zwigzany jest z nig podzial I1, zbioru H(e). Dla dowolnych
hy, hy € Hy, oraz dowolnego P € I1, jest tak, ze hy, hy € P wtw, gdy h; =, h,.

DEFINICJA 5
Dowolny element partycji I1, bedziemy nazywac mozliwoscig otwartq w zdarzeniu e.

Latwo pokaza¢, ze zdarzenie e jest zdarzeniem wyboru (tj. jest elementem
maksymalnym w przecigciu jakich$ historii) wtw, gdy card(I1,) > 1, oraz ze
zdarzenie e jest zdarzeniem deterministycznym wtw, gdy odno$ny podzial jest
jednoelementowy.

Potrzebujemy jeszcze maszynerii, ktdra bgdzie pozwalata nam méwic, iz dwa
zdarzenia z réznych historii maja miejsce w tym samym czasie. W tym celu
wprowadzimy poj¢cie modelu BT z chwilami.

DEFINICJA 6

Uporzqdkowang tréjke postaci W = (W, <, I) nazywamy modelem BT z chwilami

(BT+I) wtw, gdy (W, <) jest modelem BT, a I (od ‘instant’) relacjg réwnowaz-

nosciowq na zbiorze W spelniajgcq nastepujgce warunki:

1. Dla dowolnej historii h € Hist i dowolnej klasy réwnowaznosci [e] wygenerowanej
przez 1, e € W przecigcie h N [e] zawiera dokladnie jeden element.

2. Relacja 1 zachowuje porzqdek, 1. dla dowolnych klas réwnowaznosci ey}, [e.] oraz
dowolnych historii hy, hy: [e;] Nhy < [e;)] "h1 wiw, gdy [e;] N hy < [e;] N h,.

Elementy podzialu W generowane przez I (czyli klasy rownowaznosci ze
wzgledu na relacj¢ I) nazywaé bedziemy chwilami. Klas¢ réwnowaznosci dla
zdarzenie e bgdziemy oznaczaé przez [e].

Na koniec fakt, ktory podajemy bez dowodu. Odnotujmy tylko, ze do jego
dowodu potrzebny jest lemat Kuratowskiego-Zorna.

FAKT 7
Dowolny taricuch | ¢ Ww modelu BT mozna rozszerzy¢ do historii h € Hist (1< h)
w tym modelu.
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2. BST

Belnapa (1992) teoria BST 1aczy obiektywny indeterminizm z relatywistyczng
czasoprzestrzenia. Ma dwa pojgcia pierwotne: niepusty zbidr W, interpretowany
jako zbi6r wszystkich mozliwych zdarzefi punktowych, oraz cz¢Sciowy porzadek
< na W, interpretowany jako porzadek przyczynowy mig¢dzy zdarzeniami punk-
towymi.

Pare 18 = (W, <) nazywa Belnap ,,Naszym Swiatem”; zauwazmy, ze w teorii
nie ma mozliwych $wiatéw, tylko jeden Nasz Swiat, zawierajacy wszelkie realne
mozliwosci. W Naszym Swiecie mozna wyodrebni¢ mozliwe scenariusze, nazywane
historiami i zdefiniowane nast¢pujaco:

DEFINICIJA 8

Zbidr h c W jest do gory skierowany wtw, gdy Vey, e; € h Je € h takie, ze ey < e
ie,<e.

Zbidr h jest maksymalny ze wzgledu na powyzszq wlasnosé wew, gdy Vg < W takiego,
Ze h & g g nie jest skierowany do gory.

Podzbiér h — W jest historig wiw, gdy h jest maksymalnym skierowanym do gory
podzbiorem W.

W dalszym tekscie przydatne bgda nastgpujace pojgcia, zdefiniowane analo-
gicznie jak w BT: Hist czyli zbior wszystkich historii, H,) = {h € Hist | e € h}.
Maksymalny element w h; N hy, gdzie hy, h, € Hist, nazywamy zdarzeniem wyboru
dla A i hy. Zdarzenie e jest zdarzeniem wyboru, jesli jest zdarzeniem wyboru
dla jakich$ historii; w przeciwnym wypadku jest zdarzeniem deterministycznym.
Uwzglednienie przestrzeni pozwala wprowadzi¢ pojgcie rodem ze szczegblnej
teorii wzglednosci:

DEFINICJA 9
Dla ey, e, € W, powiadamy, ze e, i e, sq polozone przestrzennie (ey PP e,) wiw, gdy
3h € Hist: el,ezehiel $e2i62$el.

Przy powyzszej definicji historie s3 domknigte w dot:

FAKT 10
Dla dowolnych e, e’ € W i oraz dowolnej h € Hist, jesliec hie’<e to e’ h.

Ostatecznie, definicja modelu BST przedstawia si¢ nastepujaco (wigeej infor-
macji o BST mozna znalez¢ u Belnapa (1992)).
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DEFINICJA 11

Niech W # @ oraz niech < bedzie czesciowym porzqdkiem na W, Modelem BST

nazywamy strukture B = (W, <), , ktdra spelnia nastepujgce warunki:

1. Porzqdek < jest gesty.

2. (W, <) nie ma elementéw maksymalnych.

3. Kazdy ograniczony z dolu laricuch w W ma infimum (najwigksze ograniczenie
dolne) w W,

4. Kazdy ograniczony od gory taricuch w W ma supremum (najmniejsze ograniczenie
gome) w kazdej historii, w ktdrej sig zawiera.

5. (Zasada wczesniejszego wyboru — ZWW) Dla dowolnego ograniczonego od dotu
laricucha O c hy/h, istnieje zdarzenie e € W takie, ze e jest maksymalne w hy N h,
iVe’e O:e<e’

(Scisly porzadek < jest definiowany jak zwykle, tj. x < y wiw x <y x# y.)

Oto kilka faktéw na temat BST, ktore bgda nam potrzebne dalej. Wprowadza-
my dwie relacje na zbiorze Hist: rozgalgziania 1, i nierozdzielania =, w danym
zdarzeniu e:

DEFINICJA 12

Historie hy i hy nie rozdzielajq si¢ w zdarzeniu e, hy, =, h, wiw, gdy Je’:
e<e’'ne’ehinhy

Historie hy i h, rozdzielajq si¢ w zdarzeniu e, hy 1, h, wtw, gdy e € hy N\ h, oraz
=(hy =, hy).

Warunki definicji modelu BST (powyzej) zapewniaja, ze =, jest relacjg réwno-
wazno§ci na zbiorze Hy,). To z kolei znaczy, ze =, generuje podzial I, zbioru H,:
dla elementu P podzialu II, mamy h;, h; € P < hy =, h,. Pojgcie podziatu IT,
stuzy do wprowadzenia nastgpujacych potrzebnych dalej pojeé:

DEFINICIJA 13
Przez mozliwos$é¢ otwartq w zdarzeniu e (inaczej: mozliwg kontynuacje zdarzenia e)
rozumiemy dowolny element podziatu I1,.

Fatwo jest udowodnié, Ze e jest zdarzeniem wyboru (tj. elementem maksy-
malnym w przecigciu jakich§ dwadch historii) wiw, gdy card(I1,) > 1.

Jak wspomnieli$my, niezwykle istotne dla obecnego zadania jest rozr6znienie
migdzy zdarzeniami a tym, gdzie i kiedy one si¢ zdarzaja. Poniewaz BST respektu-
je relatywistyczne ograniczenia, nie pozwala ona méwié o chwilach (momentach)
ani polozeniach, a tylko o punktach czasoprzestrzennych. Wprowadzamy rela-
cj¢ odpowiadajaca intuicji: zdarzenia z réznych historii zachodza w tym samym
punkcie czasoprzestrzeni. Idgc za Miillerem (2005), méwimy, ze tréjka (W, <, S)
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jest modelem BST z punktami czasoprzestrzennymi (BST+S) dokiadnie wtedy,
gdy (W, <) jest modelem BST, a S (od wyrazenia ‘space-time point’) jest relacja
réwnowaznos$ciowg na W taka, ze 1) dla kazde;j historii & w W oraz kazdej klasy
rownowaznoSci [x], x € W, przecigcie h M [x] zawiera doktadnie jeden element
i 2) § zachowuje porzadek: dla dowolnych klas réwnowaznosci [x], [y] i histo-
tii Ay, Ao K] Ry = [y] N hy wtw [x] N hy = [yl N Ay, § podobnie dla ‘<’ i ‘PP,
Przez [e] rozumiemy klasg réwnowaznosci zdarzenia e € W z uwagi na relacjg S;
takie klasy rownowaznosci bedziemy nazywali punktami czasoprzestrzennymi.
Dlatego piszemy s € W/s, rozumiejac przez to, ze s nalezy do zbioru ilorazowe-
go Wwzgledem relacji S, czyli ze s jest punktem czasoprzestrzennym. Jak pokazal
Miiller, nie kazdy model BST daje si¢ rozszerzyé do modelu BST+S.

II1. Demokratyczne modele branching

Czas przypomnie¢ nasz pomyst rozwiazania konfliktu miedzy realng mozliwoscia
a modalng demokracja przy zalozeniu lokalnego indeterminizmu. Zatozenie
to méwi, ze w dowolnej historii zdarzen indeterministycznych (zdarzeft wybo-
ru) jest stosunkowo niewiele. Realna mozliwo$¢ dotyczy zdarzen: w zdarzeniu
wyboru otwarta jest wigcej niz jedna mozliwo$¢. Modalna demokracja dotyczy
za$ geometrycznego aspektu §wiata: Zadna chwila w BT nie jest wyrdzniona,
bo nalezy do niej w jakiej$ historii zdarzenie wyboru, Zaden punkt czasoprze-
strzenny nie jest wyrdzniony w BST, bo nalezy do niego, w jakiej$ historii,
zdarzenie wyboru.

Intuicje te chcemy uchwycié, definiujac pojecie demokratycznego modelu BT
i demokratycznego modelu BST. Podana ponizej definicja dotyczy obu teorii.
Zanim do niej przejdziemy, musimy zdecydowaé, jak rozumie¢ to, ze w histo-
rii jest stosunkowo niewiele zdarzefi wyboru. W obecnym tekScie przyjmujemy,
ze oznacza to, ze jest ich skonczenie wiele. Zgadzamy si¢ jednak, ze warte
sg rozwazenia niektore inne interpretacje, jak na przyklad ,istnieje minimalny
dystans (czasowy w BT, czasoprzestrzenny w BST) migdzy dowolnymi dwoma
zdarzeniami”, co jest motywowane zasadg Heisenberga.

Do konstrukgji definicji modelu demokratycznego potrzebnych jest nam kilka
pojec. Przez ZW bedziemy oznaczaé og6l zdarzeh wyboru, a przez ZW,, - og6t
zdarzef wyboru nalezacych do historii # w modelu (BT albo BST). Oczywiscie,
ZW = \U{ZW,: h € Hist}.

W niektorych zdarzeniach istnieje nieskoficzenie wiele otwartych mozliwo-
$ci. To oznacza, ze liczno§é podziatu I, takiego zdarzenia e jest nieskoficzona.
Zwro¢my uwagg, ze jest to mocniejszy warunek niz to, ze zbior H, historii jest
nieskofczony. Bedziemy mowié, ze e jest zdarzeniem multiwyboru (zmw) wtedy,
gdy card(I1,) = R,. Oczywiscie, jesli e jest zmw, to e € ZW.
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DEFINICJA 14
Demokratycznym modelem teorii branching, BT albo BST nazywamy taki model BT
z chwilami albo taki model BST z punktami czasoprzestrzennymi, Ze:
1. W kazdej historii jest tylko skoriczenie wiele zdarzeri wyboru:
Yh € Hist: card(ZW,) < Ry
2. W kazdej chwili (BT) albo w kazdym punkcie czasoprzestrzennym (BST) znajduje
si¢ jakies zdarzenie wyboru:
BT: Vie W/;de:ec ZW ree i
BST: Vse Wig3e: ee ZW Aees
Demokratyczne modele BT i BST bedziemy oznaczaé, odpowiednio, przez D-BT
i D-BST.

IV. Demokratyczne modele BT: wyniki

Przedstawimy teraz nasze wyniki zwigzane z demokratycznymi modelami BT.

TWIERDZENIE 15
Kazdy model D-BT ma element najmniejszy i jest on zdarzeniem wyboru.

Dowdd tego twierdzenia wymaga kilku prostych faktow.

FAKT 16
Kazda historia dowolnego modelu D-BT ma element minimalny.

Dowéd. Dla dowodu nie wprost zaldézmy, ze wybrana historia 4 nie ma elemen-
tu minimalnego. Poniewaz w historii 4 jest skoficzenie wiele zdarzefi wyboru
(z definicji modelu D-BT), zatem w historii # musi istnie¢ minimalne zdarzenie
wyboru e. Na mocy zalozenia nie wprost e nie jest elementem minimalnym w A,
wiec istnieje e; € h takie, ze e; < e. Niech i € W/, bedzie chwila, do ktérej nalezy
zdarzenie e;. Definicja modelu D-BT gwarantuje, iz do chwili i nalezy zdarze-
nie wyboru e’ e h’, dla jakiego§ h’. Zdarzenie e’ jest nieporéwnywalne ze, bo
w przeciwnym wypadku byloby e’ € h, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze e jest
minimalnym zdarzeniem wyboru w 4. Z nieporéwnywalnosci wynika, ze e ¢ h’,
czyli e € h/h’. Na mocy ZWW istnieje zdarzenie wyboru pod e i w historii A
~ sprzeczno$¢ z zalozeniem, Ze e jest minimalnym zdarzeniem wyboru w A.

0O

Kolejny fakt jest prosta konsekwencja tego, ze historie s3 tancuchami:

FAKT 17
Minimalny element e dowolnej historii h w dowolnym modelu BT jest elementem
najmniejszym h.
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FAKT 18
Dla dowolnego modelu BT oraz dowolnej historii h w tym modelu, jesli h posiada
element najmniejszy e, to jest on najmniejszy w calym modelu.

Dowdd. Wybierzmy histori¢ h, ktora posiada element najmniejszy e, i zalézmy
nie wprost, ze e nie jest najmniejsze w W, czyli dla jakiego$ e’: —(e < ¢’). Jesli
€ < e, to z definicji historii jako maksymalnego laficucha, e’ € h — sprzecznos¢
z zalozeniem, ze e jest najmniejszym elementem h. Je§li zas e i ¢’ sa niepo-
rownywalne, to €’ ¢ h, ale na mocy Faktu 7 istnieje historia, nazwijmy ja A’
e e h. Ale tez e ¢ I’, bo w przeciwnym wypadku e i e’ bylyby poréwnywalne.
Poniewaz wigc e € h/h’, to na mocy ZWW istnieje ¢ takie, ze c <eice hnh’
— sprzeczno$¢ z tym, ze e jest najmniejszym elementem 4.

O

Mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie 15.

Dowdd. Z faktéw 16, 17 oraz 18 wynika, iz dowolny model D-BT ma element
najmniejszy. Nazwijmy go e. Zdarzenie e nalezy do jakiej$ chwili i € W/; oraz
jest jedynym elementem tej chwili. Poniewaz kazda chwila zawiera zdarzenie
wyboru (definicja modelu D-BT), zatem e jest zdarzeniem wyboru.
O
Zanim przejdziemy do dowodu dwdch giéwnych twierdzef tego rozdziatu,
udowodnimy jeszcze dwa proste fakty.

FAKT 19
Jesli model D-BT ma nieskoriczenie wiele chwil, to ma nieskoriczenie wiele historil,

Dowdd. Z definicji modelu D-BT wiemy, ze kaida chwila zawiera przynajmniej
jedno zdarzenie wyboru. Zatem w dowolnym modelu D-BT z nieskoficzong
iloScig chwil jest nieskoniczenie wiele zdarzefi wyboru. Poniewaz ilo§¢ historii
w modelu nie moze by¢ mniejsza od ilosci zdarzefi wyboru w tym modelu, wige
dowolny odpowiedni model D-BT zawiera nieskoficzenie wiele historii.

O
FAKT 20
Niech e, e, € ZW i h € P dla jakiejs otwartej mozliwosci P € 11, Jesli e, jest naj-
mniejszym lezgcym nad e, zdarzeniem wyboru z h, wéwczas jest ono najmniejszym
zdarzeniem wyboru lezqgcym nad eq dla calej mozliwosci B tj. Vh’ e P Ve’ € ZW),:
(e, <e’>e<e)

Dowdd. Dla dowodu nie wprost zalézmy, iz istnieje historia h* € P, do ktérej
naleZy zdarzenie wyboru c takie, ze e; <c, i albo ¢ < e,, albo c i e, s3 niepo-
réwnywalne. W pierwszym wypadku z definicji historii od razu wynika, iz c € h,
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a to jest sprzeczne z zalozeniem, iz e; jest najmniejszym zdarzeniem wyboru w A
lezacym nad e;. W drugim przypadkue; ¢ h*, zatem e; € h/h*. Na mocy ZWW ist-
nieje wigc zdarzenie wyboru ¢’ takie, iz ¢’ < e, oraz ¢’ jest maksymalne w A N h*,
Oczywiscie ¢’ > ¢, gdyz h =,, h*. To jednak tez jest sprzeczne z zalozeniem, ze
e, jest najmniejszym zdarzeniem wyboru w s lezacym nad e;.
O
Mozemy teraz wystowi¢ i udowodni¢ dwa twierdzenia, ukazujace specyficzny
charakter demokratycznych modeli BT.

TWIERDZENIE 21
Jesli model D-BT ma nieskoriczenie wiele chwil, to istnieje w nim zdarzenie mul-
tiwyboru (zmw).

Dowdd. Niech T bedzie dowolnym modelem D-BT z nieskonczong ilo$cig chwil.
Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze nie ma w nim zadnego zdarzenia multi-
wyboru. Pamigtajmy jednak, ze 2 ma element najmniejszy, nazwijmy go eg; co
wigcej, jest on zdarzeniem wyboru (por. Twierdzenie 15). Poniewaz I zawiera
nieskoficzenie wiele historii (patrz Fakt 19), zatem ey nalezy do nieskoficzenie
wielu historii. Skoro e nie jest zdarzeniem multiwyboru (z zalozenia nie wprost),
to przynajmniej jedna spo§réd mozliwosci otwartych w ey zawiera nieskoficzenie
wiele historii. Wybierzmy jedng z takich mozliwosci otwartych, nazwijmy ja P
(P € I1,), a nast¢pnie wybierzmy jaka$ historig Ay nalezaca do P. Nastgpnie
wezmy pierwsze zdarzenie wyboru lezace nad e, i nazwijmy je e;. Takie zda-
rzenie istnieje, gdyz liczno$¢ P jest nieskoficzona, a historie nalezace do P nie
rozdzielaja si¢ w zdarzeniu e;, musza zatem rozdzielaé si¢ w jakim§ zdarzeniu
powyzej ep. Tak wigc w kazde;j historii h € P znajdzie si¢ zdarzenie wyboru lezace
nad zdarzeniem ey. Niech Iy = [eg, e4].

Zauwazamy nastgpnie, Ze e, nalezy do nieskonczenie wielu historii, bo nale-
zy do kazdej historii z P. Jesliby e; ¢ #’, b’ € P, to na mocy ZWW istnialoby
zdarzenie wyboru ¢ w h takie, Ze ey < c < e, co jest sprzeczne z tym, e e;
ma by¢ najmniejszym zdarzeniem wyboru w k, powyzej eg. Powtarzamy to samo
rozumowanie w odniesieniu do zdarzenia e;: nalezy ono do nieskonczenie wielu
historii, nie jest ono zdarzeniem multiwyboru, wigc jedna z jego mozliwosci otwar-
tych zawiera nieskonczenie wiele historii. Wybieramy zatem taka nieskoficzong
mozliwo$¢ otwarta, a nast¢pnie jaka$ nalezaca do niej historig. Lokalizujemy
pierwsze zdarzenie wyboru lezace powyzej e;, a nalezace do wybranej historii,
nazwijmy je e, po czym kladziemy /i: = [y U [ey, €;].

Korzystajac z tej procedury, tworzymy nieskoficzony zbidr przedziatéw I,
I}, ..., uporzadkowany relacja inkluzji. Sum¢ po tym zbiorze stanowi faficuch
w uniwersum modelu I8, kt6éry zawiera nieskoficzenie wiele zdarzefi wyboru.
Na mocy Faktu 7 faficuch ten moze byé rozszerzony do historii, ktéra w takim
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razie zawiera¢ bedzie nieskoficzenie wiele zdarzen wyboru, co jest sprzeczne
z definicjag modelu D-BT. Poniewaz za§ model 28 byt wybrany dowolnie, twier-
dzenie dotyczy kazdego modelu demokratycznego.
Nieco doktadniej i bardziej formalnie. Niech Fy, F, and F3 beda nastgpuja-
cymi funkcjami:
zbiér P € 11, jesli card(P) = o;

F:w— U oraz Fi(e) = 1
! o Tl 1€) { 0 jesli VP e I1,: card(P) < w; @

Fy: Lgyne —> W x Hist takie, ze Fo(P) = (e, h) gdzie h e P oraz Pe 11, (2)

Zauwazmy, ze zaréwno funkcji Fy, jak i funkcji F, jest nieskoficzenie wiele.

Niech wiec nasze F; i F, beda dwoma dowolnymi, ale ustalonymi funkcjami
spelniajacymi powyzsze warunki.

F3: Wx Hist — ZW oraz
eecZW,jeslie <ei—Je”(e”e ZW, ne <e” <€) o ile istnieje;

F3(¢e, h)) =
(e h) {e w pozostalych przypadkach 3)

Pamigtajmy, Ze e, jest najmniejszym elementem modelu 28. Dla dowolnego,
nieograniczonego a, 0 < o ktadziemy:

eq = F3(Fy(Fi(eq-1))) by=0 Iy =11V lexs €.

Zauwazmy, ze dla kazdego 0 < 0. < @: e,; #€,. Poniewaz e, ; nalezy do
nieskoficzenie wielu historii, ale nie jest zdarzeniem multiwyboru, musi posiada¢
co najmniej jedna nieskoficzona mozliwo$é otwarta. Dalej, kazda historia z tej
mozliwosci otwartej musi si¢ rozdziela¢ z kazda inng nalezaca do tej samej moz-
liwoéci w jakim$ punkcie powyzej e, ;. Zatem w kazdej historii przechodzacej
przez e, ; znajduja si¢ zdarzenia wyboru lezace nad e, ;, a poniewaz zdarzefi
tych moze by¢ co najwyzej skoficzenie wiele (definicja modelu D-BT), wigc musi
by¢ pierwsze lezace nad e, ;. Otrzymujemy zatem faficuch zbioréw:

hclcl, .. cly, .. gdzie a < ®.

Kiadziemy I* = U g<p<o/p. Latwo zauwazy¢, ze I* zawiera nieskoficzenie wiele
zdarzen wyboru i jest taficuchem w uniwersum modelu 28. Na mocy Faktu 7
tafcuch I* moze zostaé rozszerzony do historii. Nazwijmy ja h*. Jest oczywiste,
iz h* zawiera nieskoficzenie wiele zdarzefi wyboru, a to jest sprzeczne z definicja

modelu D-BT, co koiiczy dowdd.
O
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TWIERDZENIE 22
Jesli model D-BT ma nieskoriczenie wiele chwil i porzgdek < w tym modelu jest
gesty, to najmniejszy element modelu jest zdarzeniem multiwyboru(zmw).

Dowéd. Niech 2B bedzie dowolnym modelem D-BT z nieskoficzong iloscia chwil,
w ktorym porzadek < jest gesty. Dla dowodu nie wprost zalézmy, iz element
najmniejszy w I8, nazwijmy go e, nie jest zmw. Zatem partycja I1, jest skoficzona,
powiedzmy m-elementowa, czyli ma postaé: {Py, ..., P,,}. Niech e, (0 <n <m)
oznacza najmniejsze zdarzenie wyboru lezace nad e w n-tej mozliwosci otwartej
ze zbioru I1, jesli takowe istnieje, czylie, e U{h e P,} i

Vhe P, Ve'e ZW,: (e < e’ —e,<e).

Moze sig zdarzy¢, iz jakie§ P, jest jednoelementowe, a wowczas h € P, nie
zawiera zadnych zdarzefi wyboru lezacych nad e. W takim przypadku niech e,
oznacza dowolne zdarzenie z historii & lezace nad e.

Jesli jednak jakie§ P, jest wieloelementowe, a musza by¢ takie mozliwosci
otwarte, gdyz w calym modelu jest nieskoficzenie wiele historii (Fakt 19), a e
nie jest zmw (zaloZenie nie wprost), wéwczas historie nalezace do P, musza
rozdziela¢ sig gdzie§ powyzej zdarzenia e. WeZmy zatem dowolng histori¢ & € P,,.
Ma ona jakie§ zdarzenia wyboru lezace nad e oraz, co wigcej, ma ich skoficzenie
wiele (definicja modelu D-BT). W takim razie istnieje najmniejsze zdarzenie
wyboru nalezace do h, ktére znajduje si¢ nad e. Na mocy Faktu 20 wiadomo,
iz zdarzenie to jest najmniejsze dla calej mozliwosci otwartej P,.

Niech M = {[e,] : 0 < n <m}. Do M nalezg zatem wszystkie chwile zawiera-
jace najmniejsze zdarzenie wyboru dla jakiej§ mozliwosci otwartej w e. Zbior M
jest oczywiscie skoficzony (w naszym przypadku m-elementowy), natomiast chwile
w kazdym modelu BT s3 uporzadkowane liniowo. Wybierzmy zatem najmniejszg
chwilg nalezaca do M i nazwijmy ja [c]. Z ggstoséci porzadku wiemy, iz istnieje
[c’] takie, ze [e] < [c¢’] < [c], za$ z definicji M wiemy, iz do [c’] nie nalezy zadne
zdarzenie wyboru, a to jest sprzeczne z definicja modelu D-BT. Poniewaz 8
byto dowolnym modelem, twierdzenie obowigzuje ogélnie.

a

Podsumowujac nasze spostrzezenia, jesli model D-BT ma nieskoficzenie wiele
chwil, to ma co najmniej jedno zdarzenie multiwyboru i zaczyna si¢ w jednym
zdarzeniu, ktére jest zdarzeniem wyboru. Jesli, co wigcej, porzadek jest gesty,
to to najmniejsze zdarzenie w modelu jest ponadto zdarzeniem multiwyboru.
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V. Demokratyczne modele BST: wyniki

Branching space-times jest teorig, ktora stawia sobie za cel uchwycenie pewnych
zjawisk opisywanych przez szczeg6lng teori¢ wzglednosci. Tak jak szczegdlna teoria
wzglednosci, BST dopuszcza istnienie zdarzeni wzajemnie od siebie przyczynowo
niezaleznych. O zadnej parze takich zdarzef nie mozna w sposéb bezwzgledny
powiedzieé, ze jedno z nich jest w przeszlosci lub przyszioéci drugiego. Ten fakt
sprawia, ze nie uda nam si¢ dowies¢, ze w kazdym modelu D-BST jest element
najmniejszy bedacy zdarzeniem wyboru. Takie twierdzenie zachodzi w modelach
D-BT, por. Twierdzenie 15. Modele D-BST maja jednak podobng ceche:

TWIERDZENIE 23

W kaidym modelu D-BST zbior ZW,,,, minimalnych zdarzeri wyboru jest skori-
czony; kazdy element modelu jest nad lub jest identyczny z ktéryms elementem
zbioru ZW, ;..

W odréznieniu od sytuacji w BT, nie musi istnie¢ jedno zdarzenie, ktére
bytoby najmniejszym elementem w calym demokratycznym modelu. Ale, jak si¢
okaze, s3 w modelu D-BST minimalne elementy, czyli takie, pod ktorymi nie
ma juz elementéw modelu, a ponadto kazdy element modelu jest nad ktérym$
z tych minimalnych elementéw. Takie minimalne elementy modelu nazywamy
minimalnymi zdarzeniami. Twierdzenie powyzej méwi, Ze zbiér minimalnych
zdarzen jest skoficzony i kazdy jego element jest zdarzeniem wyboru. Poniewaz,
jak si¢ okaze (Fakt 25), wszystkie minimalne zdarzenia wyboru naleza do jednej
historii, z minimalno$ci mamy ponadto

Vey, ey ey, eo€ ZW,i, A e1#2€,—>€; PP ey
Dowdd twierdzenia 23 wymaga dowiedzenia kilku prostych faktow.

FAKT 24

Kazde zdarzenie w kazdej historii modelu D-BST znajduje si¢ nad jakims zdarze-
niem minimalnym albo jest z nim identyczne.

Dowdd. Dla dowodu nie wprost zat6zmy, Ze istnieje historia 4 i zdarzenie e € h
takie, Ze e nie jest nad ani identyczne z zadnym zdarzeniem minimalnym. Twier-
dzimy teraz, ze pod e znajduja si¢ jakie§ zdarzenia wyboru. Jako Ze e nie jest
zdarzeniem minimalnym w A, to istnieje jakie§ zdarzenie ¢ < e. Albo ¢ € ZW,,
albo, jesli c ¢ ZW,, to na mocy definicji D-BST istnieje takie zwy € ZW, ze
zw; € [c]. Na mocy ZWW Fzw, € ZW,,: zw, < zw; A zwy < ¢ < e. Zatem, tak czy
inaczej, istnieja zdarzenia wyboru pod e. Jako ze w k jest ich tylko skoficzenie
wiele, to mozna wybraé jakie$ jedno, minimalne zdarzenie wyboru zw* znaj-
dujace si¢ pod e. Poniewaz e nie lezy nad zdarzeniem minimalnym, to zw* nie
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moze by¢ zdarzeniem minimalnym w historii . Zatem istnieje jakie§ zdarzenie
e’ <zw*. Jednak €’ nie jest zdarzeniem wyboru, a w punkcie czasoprzestrzen-
nym [e’] znajduje si¢ jakie§ zdarzenie wyboru. Wobec tego istnieje historia, do
ktérej €’ nie nalezy, a zatem na mocy ZWW istnieje zdarzenie wyboru zw; < €’.
Zatem zw; < zw* < e, co stanowi sprzeczno$¢ z tym, ze zw* jest minimalnym
zdarzeniem wyboru pod e.

O
FAKT 25
Niech B bedzie modelem D-BST. Zdarzenie minimalne historii h w modelu W
jest zdarzeniem minimalnym kazdej innej historii tego modelu.

Dowdd. Zatézmy, ze jest inaczej, to znaczy istnieje zdarzenie minimalne e histo-
rii h, ktére nie jest zarazem zdarzeniem minimalnym innej historii #’. Mamy
teraz dwa przypadki: (1) e € A’ albo (2) e ¢ h’. W przypadku (1) istnieje e* € h’
ie* < e, bo z zalozenia e nie jest minimalnym zdarzeniem 4’. Poniewaz historie
s3 domknigte w dot (Fakt 1), e* € h: sprzeczno$¢ z zaloZeniem, ze e jest mini-
malnym zdarzeniem h. W przypadku (2) ZWW méwi, ze musi istnie¢ zdarzenie
wyboru zw lezace pod e, w ktérym historie & i h’ si¢ rozdzielaja: sprzecznos§é
z tym, ze e jest zdarzeniem elementem h.

Zatem wszystkie minimalne zdarzenia kazdego modelu D-BST sa wsp6lne
dla wszystkich historii.

O

FAKT 26
W kazdym modelu D-BST jest skoriczenie wiele zdarzeri minimalnych i wszystkie
one sq zdarzeniami wyboru.

Dowdd. Poniewaz dowolne zdarzenie minimalne nalezy do wszystkich historii
modelu (Fakt 25), to dowolne dwa rézne zdarzenia minimalne muszg naleze¢ do
réznych punktéw czasoprzestrzennych. Poniewaz w kazdym punkcie czasoprze-
strzennym znajduje si¢ zdarzenie wyboru (warunek 2 definicji modelu D-BST),
kazde zdarzenie minimalne jest wigc zdarzeniem wyboru. Warunek 1 definicji
D-BST gwarantuje z kolei, ze w kazdej historii jest skoficzenie wiele zdarzen
wyboru, a wigc réwniez skoficzenie wiele minimalnych zdarzefi wyboru. Stad
wynika (przez Fakt 25), ze zbiér minimalnych zdarzefi modelu jest skoficzony.

Z faktéw 24 i 26 wynika twierdzenie 23.
Zatem kazda historia w dowolnym modelu D-BST rozpoczyna si¢ w dokiadnie

taki sam sposob, ktory ilustruje Rysunek 1. Przedstawia on histori¢ w modelu
D-BST z szeicioma minimalnymi elementami — zdarzeniami wyboru.
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Rys. 1. Zdarzenia ey, ..., g to jedyne zdarzenia nalezace do wszystkich historii naszego
modelu. W zakreskowanym polu nie moga znajdowaé si¢ zadne zdarzenia.

Widzimy, ze kazdy model D-BST ma bardzo specyficzng postaé. Kolejne
twierdzenie pokaze, ze takie modele spelniajg jeszcze silniejsze warunki, mia-
nowicie:

TWIERDZENIE 27
Niech B bedzie modelem D-BST. Kazde zdarzenie wyboru ze zbioru ZW,,,, mode-
lu W jest zdarzeniem multiwyboru (zmw).

Dowéd. Wezmy zdarzenie ¢ ze zbioru ZW,,;,,. Dla dowodu nie wprost zat6zmy,
ze ¢ nie jest zmw. Zatem liczno$¢ podziatu I1, jest skoficzona. Rozwazmy teraz
nastgpujacy warunek na historie:

WAR: W historii istnieja zdarzenia wyboru, ktore s3 powyzej c, ale nie powyzej
jakiegokolwiek innego zw € ZW,,,,.

Bedziemy teraz argumentowad, ze istniejg historie spelniajace ten warunek. To
oczywidcie znaczy, ze s takie elementy podziatu I1,, do ktorych naleza historie
spelniajace WAR.

Zauwazmy najpierw, ze w kazdej historii 4, do ktdrej nalezy c, jest jakie§
zdarzenie e, ktore lezy nad c i nie lezy nad Zadnym innym zdarzeniem wyboru
nalezacym do ZW,,;,,. Zalézmy, ze jest inaczej, to znaczy, ze (1) dowolne zda-
rzenie e z historii 4 i lezace nad ¢ lezy nad lub jest identyczne z jakim§ innym
zdarzeniem wyboru nalezacym do ZW,,,,,. Je§li c jest jedynym elementem ZW,,;,,
to WAR oczywicie jest spetniony. Zal6zmy wigc, ze card(ZW,,;,) > 1, i wezmy
jakies e, ktore lezy nad c i lezy nad lub jest identyczne z jakim$ innym elementem
ZW,,;,. Takie e istnieje na mocy (f). Rozwazmy teraz jaki$ interwat L taki, ze
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e e L »>c<e <e. (Interwal to gesty laficuch ograniczony od géry i od dotu).
Zauwazmy, ze L jest maksymalnym aficuchem w zbiorze {xe W | c <x <e}.
Rozwazmy nastgpnie interwat L’: = L/{c}. Definicja 11 punkt (3) modelu BST
gwarantuje, ze L’ ma infimum. Z konstrukcji mamy, ze ¢ jest ograniczeniem dol-
nym L’, a wigc ¢ < inf(L’). B¢dziemy teraz argumentowac, ze istnieje nieporowny-
walne z ¢ ograniczenie dolne L’, co pozwoli nam wydedukowaé sprzecznos¢.

Dla kazdego x € L’ rozwazmy zbiér: R, = {y € ZW,,;/{c} | y <x}. Na mocy
zatozZenia (1) R, # ¥ dla dowolnego x € L’. Co wiecej, dlax, x’ € L, jesli x </,
to R, c R,. Stad

Dpees

(W przeciwnym razie, dla jakiego$ x’ € L’ bytoby R,, # @ - sprzeczno$¢ z zato-
zeniem (1)). Powyzsze niepuste przecigcie oznacza, ze istnieje c* takie, ze:

c*e ZW,,/{ctiVxe L c* <x

L’ ma wigc niepordwnywalne ograniczenia dolne ¢ i c*. Stad wynikaja
ostre nieréwnosci: ¢ < inf(L’) i c¢* <inf(L’). Z gestosci porzadku mamy: 3d:
¢ <d < inf(L’). Wobec tego L U {d} = L’ U {c} U {d} jest taficuchem w zbiorze
xe Wlcsx<el, skad wynika, ze L nie jest maksymalnym laficuchem w tym
zbiorze. Sprzecznos$¢. WykazaliSmy wiec, ze w kazdej historii , do ktdrej nalezy
¢ € ZW,.i, jest jakies§ zdarzenie e, ktore lezy nad ¢ i nie lezy nad zadnym innym
zdarzeniem wyboru nalezacym do ZW,,,;,.

Rozwazmy wiec e spelniajace warunek powyzej. Zauwazmy, ze z drugiego
punktu definicji modelu D-BST wynika, e istnieje jakie§ zdarzenie wyboru
zw* w punkcie czasoprzestrzennym [e]. OczywiScie zw* nalezy do jakiej$ histo-
rii h* € Hist i, poniewaz na mocy Faktu 25 H(, = Hist, h* € H(c). Poniewaz
punkty czasoprzestrzenne respektuja porzadek < i e nie lezy nad zadnym ele-
mentem ZW,,,;,, z wyjatkiem c, to zw* tez nie lezy nad zadnym elementem ZW,,;,
z wyjatkiem c. Wobec tego h* spefnia WAR, a zatem zbi6r historii spetniajacych
ten warunek jest niepusty.

Rozwazmy teraz jakiS§ element P podziatu I1,, do ktérego nalezy jaka$ historia
spelniajagca WAR. Wybierzemy z P jedna z takich historii. Na mocy definicji
modelu D-BST jest w niej tylko skoriczenie wiele zdarzefi wyboru, a wigc zbidr
zdarzei wyboru w tej historii, ktére s nad c i nie nad zadnym innym zdarzeniem
minimalnym, tez jest skoficzony. Mozemy zatem spo$rod tych zdarzeh wybraé
zbiér minimalnych zdarzen wyboru Min,(c). Te zdarzenia wyboru sa nad c, ale
nie nad Zadnym innym zdarzeniem ze zbioru ZW,,, i nie ma zadnego zdarzenia
wyboru zw: ¢ < zw < d € Min(c).

Twierdzimy teraz, ze kazdy d e Min,(c) jest elementem kazdej historii 2’ € P.
Gdyby byt d € Min,(c) oraz h’ e P taka, ze d ¢ h’, wtedy istnialoby zdarzenie
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wyboru powyzej ¢ i ponizej d, gdzie h oraz h’ by si¢ rozdzielaly; to jest nie-
mozliwe, jako ze d € Miny(c). Mozemy wigc postawié: Minp(c): = Min,(c) dla
dowolnego & € P i rozumie¢ przez to ogdl minimalnych zdarzefi wyboru w P,
ktére leza nad c, ale nie nad zadnym innym c* € ZW,,,.

Ostatecznie dla kazdej P € IT. bierzemy zbioér Minp(c) (dla pewnych, ale nie
dla wszystkich, elementéw podzialu moze by¢ pusty). Z zaloZenia nie wprost
podzial I, jest skoficzony, ponadto zbiér Minp(c) jest skoficzony dla kazdego
P e II.. Zatem zbi6r punktéw czasoprzestrzennych, do ktorych nalezy przynaj-
mniej jeden d € Minp(c) dla jakiego$ P e I, tworzy skoficzony zbiér czg¢Scio-
wo uporzadkowany. Jako taki posiada elementy minimalne. Wybieramy jaki$
jeden minimalny punkt czasoprzestrzenny i jakie§ zdarzenie wyboru d* naleza-
ce do tego punktu czasoprzestrzennego. Jako ze porzadek elementéw w BST
jest gesty, istnicje element e* taki, ze ¢ < e* < d*. Poniewaz d* znajduje si¢
w minimalnym punkcie czasoprzestrzennym, na pewno nie ma zdarzenia wyboru
w punkcie czasoprzestrzennym [e*], co daje sprzeczno$¢ z warunkiem drugim
definicji modelu D-BST.

O

VI. Dyskusja i konkluzje

Nasz pomyst rozwiazania konfliktu mi¢dzy realnymi mozliwoSciami a modalng
demokracja sformalizowali$my, definiujgc demokratyczne modele BT i BST. W ta-
kich modelach w kazdej historii znajduje si¢ skoficzenie wiele zdarzefi wyboru,
ale tez w kazdej chwili/kazdym punkcie czasoprzestrzennym w jakiej§ historii
znajduje si¢ zdarzenie wyboru.

ZbadaliSmy, ze modele demokratyczne maja dziwne wlasnoéci. Kazdy model
D-BT ma element najmniejszy, ktdry jest zdarzeniem wyboru i, co wigcej, jesli
porzadek w modelu jest gesty, to w tym zdarzeniu otwartych jest nieskoficzenie
wiele mozliwosci.

W modelach D-BST wprawdzie na og6t nie ma najmniejszego elementu,
ale istnieje zawsze skoficzony zbiér minimalnych elementéw, z ktérych kazdy
jest zdarzeniem wyboru. Kazde zdarzenie w modelu jest nad ktérym§ z tych
elementéw minimalnych i, co wigcej, w kazdym istnieje nieskoficzenie wiele
otwartych mozliwosci. Wyniki dotyczace BT i te dotyczace BST sa podobne:
wydaje si¢, ze r6znica mi¢dzy wynikiem ,,najmniejszy element” (BT) a wynikiem
,»Zbiér minimalnych elementéw” (BST) pochodzi z réznicy migdzy maksymalnie
przestrzennie duzym zdarzeniem w BT a punktowym zdarzeniem w BST.

Jak interpretowaé te wyniki? Wydaje si¢, ze tylko taka interpretacja jest
dopuszczalna: §wiat si¢ kiedy§ zaczal (Wielki Wybuch) i ten poczatek zlokalizo-
wany byl w skoriczonej liczbie punktowych zdarzefi. Co wigcej, po tym poczatku
ewolucja $wiata mogta pdj$¢ na nieskoficzenie wiele sposobdw, z ktérych urze-



188 Piotr Lipski, Tomasz Placek, Jacek Wawer

czywistnil si¢ jeden. Nasza konstrukcja chwil oraz punktdw czasoprzestrzennych
zapewnia, ze przed Wielkim Wybuchem nie byto czasu (BT) ani czasoprzestrzeni
(BST). W przypadku BST przez ,,przed” nalezy rozumiec ,nielezace w gérnym
stozku Swietlnym ktoregos ze zdarzenn Wielkiego Wybuchu”.

Ironizujac, jakiz pigkny i mocny wynik otrzymali§my! Niepokoi nas tylko, ze
otrzymali§my go zupetnie apriorycznie, bez inwestowania jakiejkolwiek wiedzy
przyrodniczej. Rado$nie omingliSmy rafy takich zagadnien jak stosowalno$¢ teorii
kwantowych do zjawisk grawitacyjnych, problemy z ogélng teorig wzgl¢dnosci,
interpretacje zjawiska promieniowania szczatkowego oraz innych danych uzy-
wanych przez kosmologéw.

Myslimy wigc, ze (paradoksalnie) moc uzyskanych wynikéw swiadczy prze-
ciwko modelom demokratycznym, ze takie modele to tylko matematyczne abs-
trakty, ktérym nic nie odpowiada w rzeczywistosci materialnej. Przyjrzyjmy sig
co naprawde zrobili§my: mieli$my jakie$ intuicje dotyczace realnych mozliwo-
§ci i modalnej demokracji, nast¢pnie mieliSmy pomyst, jak te pojecia powia-
zaé, sformulowaliSmy go na gruncie danej teorii i... wydedukowali§my Wielki
Wybuch o doé¢ szczegblnych wlasnodciach. Nasz Czytelniku, mamy nadzieje,
ze nie uwierzyle§ w Wielki Wybuch pod wptywem naszego dowodu! Ale dowod
jest poprawny (mamy taka nadziej¢). A to oznacza, Ze niepoprawne s3 jego
przestanki. Czyli, ze nie nalezy postulowaé, aby zachodzit lokalny determinizm
(w kazdej historii jedynie skoficzenie wiele zdarzef indeterministycznych), ale
w kazdej chwili/kazdym punkcie czasoprzestrzennym w jakiej$ historii zachodzito
jakie§ indeterministyczne zdarzenie®.

Uwazamy wigc, Ze badany tu pomyst, jak rozwigza¢ konflikt mi¢dzy modaing
demokracja a realnymi mozliwo$ciami, jest chybiony. Nie mamy oczywiscie stu-
procentowo pewnego argumentu, gdyz nasze dowody przedstawiliSmy na gruncie
szczeg6lnych teorii, BT i BST; nie wiemy, jak sprawa si¢ przedstawia na grun-
cie innych teorii. Zauwazmy jednak, Ze nie ma obecnie innych matematycznie
precyzyjnych teorii mozliwoswiatowych, ktére mialyby narze¢dzia potrzebne do
wyrazenia analizowanego tu pomysiu na rozwiazanie konfliktu migdzy realnymi
mozliwo§ciami a modalng demokracja. W przyszioéci zapewne powstang teorie
bogatsze od BT i BST, na przykiad uwzgl¢dniajace pewne wymogi ogélnej teorii
wzglednosci. BST bedzie jednak szczegblnym przypadkiem takich teorii, dlatego
wyniki otrzymane na gruncie BST beda musialy by¢ w jakim§ stopniu respekto-
wane. Dlatego sadzimy, ze nasz argument jest silny.

Jak wigc rozwigzaé konflikt, by¢ moze rzekomy, migdzy realnymi mozliwoscia-
mi a modalng demokracja? Nie mamy argumentéw, aby przyjaé takie czy inne
rozwigzanie. Pozwolimy sobie jednak na koniec zasugerowaé taka oto wizjg.

9 Byé moze dopuszczenie nieskoficzonej ilofci zdarze wyboru w historii bytoby pewnym sposo-
bem rozwiazania problemu, jednak stafoby sig to kosztem utracenia bardzo klarownej interpretaciji
pojecia lokalnego determinizmu.



Realne mozliwosci a modalna demokracja 189

W swiecie zachodza zdarzenia, zdarzenia maja lokalizacj¢ czasoprzestrzenna,
niektore zdarzenia maja wiele otwartych mozliwosci, a inne nie. Ani po§réd
zdarzefi, ani poS§rdd chwil czy punktéw czasoprzestrzennych nie ma modalnej
demokracji. A wigc nie wierz a priori, ze chociaz teraz koficzysz czytaé ten artykut,
to to zdarzenie, Twoje konczenie lektury naszego artykutu, mogloby rzeczywi-
§cie zajS¢ godzing wczesniej. Nie wierz tez, ze chociaz wskazana radioaktywna
czastka rozpadia si¢ (zaktadamy, ze indeterministycznie) o danej godzinie, to
bylo realnie mozliwe zajscie jakiego§ indeterministycznego zdarzenia kilka minut
wczeéniej. Przyjmij takie twierdzenia tylko wtedy, gdy dostaniesz argumenty za
wspomnianymi realnymi mozliwo$ciami.

Ale, jak powiadaja, §wiatem rzadza prawa. Natura praw jest niezwykle trudnym
zagadnieniem. Sktaniamy si¢ ku opinii, ze sg to byty jezykowe, w takim przynaj-
mniej sensie, jak w koncepcji Lewisa. To znaczy, sg to aksjomaty nalezace do
takiej aksjomatyzacji zupelnego opisu $wiata, ktdra jest rownoczesnie najprostsza
i najsilniejsza (tzn. maksymalizuje te dwie cechy réwnoczesnie). Oczywicie, prawa
zaleza od tego, jaki jest §wiat: sg przeciez aksjomatami opisu §wiata. Z drugiej
strony, zaleza zapewne od jezyka, w ktdrym robiony jest opis. Nie wida¢ powodu,
aby to, co najprostsze i najsilniejsze w opisie zrobionym w jednym j¢zyku, bylo naj-
prostsze i najsilniejsze w opisie zrobionym w innym jgzyku. Jgzyk natomiast wybie-
ramy my, ludzie; dlatego sadzimy, ze prawa przyrody (nie tylko ich sformufowanie
w podrgcznikach itp.) maja domieszkg czynnika ludzkiego. Co nie znaczy (jeste-
$my dalecy od tego pomystu), ze konstruowanie praw przyrody jest arbitralne.

Jak si¢ to ma do modalnej demokracji? Ot6z mySlimy, ze i $wiat, i my — w jakim§
stopniu konstruktorzy praw — dzialamy tak, aby prawa byly modalnie demokratycz-
ne, to znaczy, aby nie wyréznialy momentéw czasu, punktéw czasoprzestrzennych,
kierunkéw, ogélnie: aby spelnialy symetrie. Spelnianie symetrii gwarantuje, poprzez
twierdzenie Noether, spelnienie zasad zachowania takich jak zachowanie energii,
pedu itp. Wkiad swiata w modalng demokracjg polega na tym, Zze spelnia takie, a nie
inne zasady zachowania (jesli speinia). Gdy okazuje si¢, ze wbrew naszym intuicjom
pewnych zasad zachowania nie spelnia, to musimy si¢ przyzna¢, ze pomyliliémy sig,
zakladajac, ze prawa spelniaja odpowiednie symetrie. Taki przypadek zdarzy! si¢ za
sprawg doswiadczenn Wu i in. (1957), w ktdrych okazalo sig, ze nie jest zachowana
parzystos¢ (to wlasno$¢ obiektow kwantowych, nie ma odpowiednika w fizyce kla-
sycznej). Ta zasada zachowania skojarzona jest, przez twierdzenie Noether, z symetrig
wzgledem (lustrzanego) odbicia. Fizycy wigc przyznali, ze mieli wcze$niej btedne
sformutowanie praw rzadzacych oddzialywaniami stabymi, gdyz zaktadali, ze prawa
te spetniaja symetrie wzgledem odbicia (Feynman i in., 1974).

Na czym natomiast mialby polegaé ludzki wkiad w wytwarzanie praw? Nie
chodzi nam oczywiscie o ludzki wklad w formulowanie praw przyrody: ten jest
niewatpliwy i oczywisty. Sugerujemy mocniejszg tezg: to, jakie prawa przyrody
s3, jest w pewnym stopniu zalezne od czynnikow ludzkich. Wydaje sig, ze jaki§
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poblask tego zjawiska widoczny jest wtedy, gdy mamy dwie matematycznie rézne
teorie, ktore sg tak samo adekwatne empirycznie. Za przyktad moze postuzyé
standardowa (hilbertowska) mechanika kwantowa i teoria kwantéw Bohma-de
Broglie. Wybierajac jezyk matematycznej teorii przestrzeni Hilberta (a nie jezyk
teorii Bohma-de Broglie), fizycy sprawili, ze prawa przyrody sa czym§ chwyty-
wanym przez pierwszg teori¢, a nie przez druga.

Jest to jednak temat na osobng i do tego obszerng pracg. Powr6émy do
wniosk6w dotyczacych giéwnego tematu artykutu. PokazaliSmy, ze wysoce niein-
tuicyjne konsekwencje ma koncepcja, zgodnie z ktéra $wiat jest lokalnie indeter-
ministyczny, ale panuje w nim modalna demokracja, bo w kazdej chwili/kazdym
punkcie czasoprzestrzennym zachodzi w jakiej§ historii zdarzenie indetermini-
styczne. Sadzimy, ze nalezy t¢ koncepcj¢ odrzuci¢: nie ma modalnej demokracji
wérdd chwil/punktéw czasoprzestrzennych. Sklaniamy si¢ natomiast, aby uznac,
ze modalna demokracja dotyczy praw przyrody, przy czym te ostatnie uwazamy
za obiekty jezykowe.
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Real Possibilities and Medal Democracy

Key words: modality, real possibility, democratic possibility, branching time, branching
space-time

At the outset two concepts of possibility are discussed, and the authors argue
that they are conflicting. On the one hand we have ‘a real possibility,” which
assigns special status to some events, namely indeterministic events and on the
other hand we have ‘a democratic possibility’ which allows for no privileged
places, moments or occurrences. The authors assume that indeterminist events
are relatively rare and combining this belief with the aforementioned distinction
they argue that the two concepts of possibility refer to different aspects of the
world, the real possibility refers to events in the world, the democratic possibility
refers to space-temporal localization of events. This largely intuitive solution is
analyzed for the ensuing consequences and expressed in a formal language that
relies on the theories of branching time and branching space-time. It turns out
that democratic models allowing for local indeterminism have particular and
rather counter-intuitive properties.



