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Gottlob Frege w szkicu zatytutowanym Wprowadzenie do logiki (Frege 1973:
77) pisak:

Wenn man zwei Gedanken hat, so sind nur vier Félle moglich:
1. der erste ist wahr und desgleichen der zweite;

2. der erste ist wahr, der zweite ist falsch;

3. der erste ist falsch, der zweite ist wahr;

4. beide sind falsch.

Termin mysl (Gedanke) jest terminem specyficznym Fregego. Fragment ten
mozemy przettumaczy¢ nastepujgco:

Jezeli ma si¢ dwa zdania, to sa tylko cztery przypadki mozliwe:
1. pierwsze jest prawdziwe i tak samo drugie;

2. pierwsze jest prawdziwe, drugie falszywe;

3. pierwsze jest fatszywe, drugie prawdziwe;

4. obydwa sa falszywe.

Jesli uzy¢ wyrazen ,,1p” i ,,0p” jako skrotoéw odpowiednio dla: ,.,p jest praw-
dziwe” 1 ,,p jest falszywe”, to tres¢ tego fragmentu da si¢ ujac¢ krotko tak:

Jezeli mamy dwa zdania p i ¢, to sa mozliwe tylko cztery przypadki (stosunkoéw seman-
tycznych) migdzy nimi:

Ipilg

Ipi0gq
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Opilg
Op i 0g

1 1 0 funkcjonuja tu w roli funktoréw (o kategorii s/s)!.

1. Idea

Zaproponujemy pewng konstrukcje, bedaca sformutowaniem klasycznego
rachunku zdan, w ktérym dana przez Fregego powyzsza semantyczna charak-
terystyka par zdan jest obecna. Zwroty: ,.p jest-prawdziwe-i q jest-prawdziwe”,
P jest-fatszywe-i q jest-prawdziwe”, ,p jest-prawdziwe-i q jest-fatszywe” oraz
P jest-falszywe-i q jest-fatszywe” traktujemy jako bazowe funktory dwuargu-
mentowe. Sg one logicznie analizowalne. Przy ich pomocy mozna w naturalny
sposob zdefiniowaé pozostate funktory dwuargumentowe. Dla semantycznej
przejrzystosci tych definicji postuzymy si¢ notacjg listowg.

2. System

Stownik. Na stownik jezyka klasycznego rachunku zdan w semantycznie przej-
rzystym sformutowaniu (KRZ*) sktadajg sig:

1. zmienne zdaniowe — p, g, r

funktory:
~ — kategorii — s/s
0,/ — kategorii — s/ss

11, 01, 10, 00 — kategorii — s/ss

Pojecie formuty tego jezyka jest zdefiniowane w sposob standardowy.
Zdania elementarne ze specyficznymi funktorami 11, 01, 10 i 00 sg tu czytane
odpowiednio:

pllg p jest-prawdziwe-i q jest-prawdziwe
p0lg p jest-fatszywe-i q jest-prawdziwe
pl0g p jest-prawdziwe-i q jest-fatszywe
p00g p jest-fatszywe-i q jest-falszywe

I W literaturze logicznej 1 i 0 sg uzywane zwykle w roli stalych logicznych czytanych
wprawda” 1 ,falsz”, pojawiajacych si¢ w semantycznej charakterystyce funktorow logicznych
poprzez tzw. matryce logiczne oraz w zwigzanej bezposrednio z tym metodzie zero-jedynkowej,
stuzacej do rozstrzygania, czy dana formula rachunku zdan jest jego tautologia. Uzycie tych
samych symboli w roli funktorow jest w tym tekscie zamierzone. Z uwagi na rozpowszechniona
znajomo$¢ metody zero-jedynkowej, pojawiajace si¢ tu asocjacje sa pozadane — petnia tu role
mnemotechniczng.
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Regutami pierwotnymi sg tu: regula podstawiania (za zmienne zdaniowe),
reguta zastepowania definicyjnego oraz reguly opuszczania (OK) i wprowa-
dzania koniunkcji (IK). Te dwie ostatnie majg postac:

OK o/f/a o/f /P
IK  op/a/p

Wprowadzimy definicyjnie funktory jest-prawdziwe i jest-fatszywe:

D1 1p=p p jest-prawdziwe
DO Op=~p p jest-fatszywe

Definicyjnie wprowadzimy tez dwie stale:

DT T=p0~p  prawdal/tautologia
DL L1 =p/~p  falsz/kontrtautologia/sprzecznosé

Przyjmiemy ponadto reguly opuszczania i wprowadzania dla bazowych funk-
torow binarnych:

OF  povyq / oplyq
IF  op/yg / poyq

dla @,yd{1,0}.

Postugiwac sie¢ tu bedziemy listowa konwencja notacyjna, ktéra wprowadzimy
przy pomocy dwoch regut: opuszczania 1 wprowadzania wyrazen listowych
(podobnie jak w: Wojciechowski 2010: 251):

OL play,....a,lq / pa;q0...0pa,q
IL  pa;q0...0pa,q / plas.a,....a,lq

dla a;,...,a,d{11,01,10,00} oraz n # 4.
Przyjmiemy réwniez trojcztonowsq regufe ciecia:

RC p[X,oy,Ylg/yp / p[X,Y]g  dla @xd{10,01}
PIX.ov,Ylgq/og / p[X,Y]q dla yod{10,01}
pllg/ L

dla X, Y bedacymi (pustymi lub niepustymi) sekwencjami elementéw zbioru
{11,01,10,00}.
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Zgodnie z pierwszym cztonem tej reguly (przy jej dwukrotnym zastoso-
waniu), z formuty p[11,01,00]¢/1p otrzymujemy p[l1l]g. Z kolei na mocy
(rowniez dwukrotnego) uzycia drugiego cztonu tej reguly, z p[11,01,00]q/0q
otrzymujemy — p[00]g.

W przypadku trzecim tej formuty, jesli zaden specyficzny funktor binarny
nie wigze p 1 ¢ (co jest symbolizowane pustg listg tych funktorow), to z for-
muty p[lg uzyskujemy sprzecznos$c.

Wtorng reguly tego typu, ktora bedziemy tak samo oznaczali, jest:

pIX,ov.Ylq/pxoq / p[X,Ylq dla ¢xd{10,01}
pIX,ov.Ylq/pxoq / p[X,Y]q dla yod{10,01}

Definicyjnie wprowadzimy funktory implikacji, rownowaznosci i obu-
stronnego verum:

DC p — ¢ =p[11,01,00]¢
DE p e g =p[11,00]¢
DV pVg = p[11,01,10,00]q

Technika dowodzenia. Podobnie jak w standardowych ujeciach klasyczne-
go rachunku zdan (KRZ), stosowa¢ bedziemy dowody nastepujacych typow:
dowdd zwykty wprost, dowod zwykty nie wprost, dowod zalozeniowy wprost
i dowod zatozeniowy nie wprost. Uzywac¢ bedziemy uproszczonych zapisow
tych dowodow.

Dowod zwykly wprost. Zwykte dowody typu wprost bedziemy zapisywali kro-
cej, zgodnie ze schematem:

IT < dowodzona teza
T
gdzie w pierwszej linii T oznacza dowodzong teze, a dowodzona teza oznacza
jej zapis symboliczny. Po przeksztalceniach prawej strony, ktére polegaja na
tym, Ze nastgpne wiersze sg rezultatem zastosowania reguty/regul (stosowne

odwotania w komentarzu) do wiersza bezposrednio poprzedzajacego, docho-
dzimy do tautologii systemu.

Dowod zwykly nie wprost. Jego schemat wyglada ogolnie tak:
0T — O(dowodzona teza)

1
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tj. z zatozenia fatszywosci tezy dochodzimy do sprzecznosci. W przypadku,
gdy gtéwnym funktorem dowodzonej tezy jest implikacja (poprzednik —
nastepnik), prawa stron¢ pierwszego wiersza w tym schemacie mozna zastg-
pi¢ od razu przez:

L(poprzednik)/O(nastepnik)?.

Dowdd zalozeniowy wprost. Skrocony schemat tego typu dowodoéw ma
postac:

Hn — 1(pierwsze zalozenie)/.../1(n-te zalozenie)

1(wniosek)
gdzie H jest skrotem dla ,,zatozenie” (hipoteza), n jest liczba przestanek,
a wniosek jest dowodzona formuta.

Dowod zalozeniowy nie wprost. Schemat tego typu dowodu jest rOwnie pro-
sty:

Hn — 1(pierwsze zalozenie)/.../1(n-te zatozenie)/0(wniosek)
1
tj. z zatozenia prawdziwosci przestanek dowodzonej tezy i zalozenia falszy-

wosci nastgpnika (=wniosku) dochodzimy do sprzecznosci.

Wybrane tezy. Do tez systemu naleza:

Tl ~~p—p
Dem.
0T — 1~~p/0Op
~~p/~p [D1,D0]
1
T2 p—~p
Dem.
0T — 1p/0~~p
pl~~~p [D1,D0]
pl~p [T1]
1

2 Formuta o — B, zgodnie z DC, jest rtownowazna z a[11,01,00], tj. jest prawdziwa dla
trzech funktoréw binarnych (bedacych elementami tejze listy), a wige jest fatszywa dla czwar-
tego funktora — 10 (ktory nie jest elementem tej listy).
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T3 ~(p/~p)
Dem.
0T — O~(p/~p)
~(pl~p) [DO]
pl~p [T1]
1
T4 pO~p
Dem.
IT & 1(pO~p)
pO~p [D1]
T
TS5 ~(1p/0p) [T3,D1,D0]
T6 1p00p [T4,D1,DO0]

Zachodzi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 1. System KRZ zawiera si¢ inferencyjnie w KRZ*.

W dowodzie tego twierdzenia wystarczy pokazaé, ze aksjomaty i reguly jedne-
go z aksjomatycznych uje¢ KRZ sg odpowiednio tezami i regutami wtornymi
systemu KRZ*.

Postuzymy si¢ tu jedng z aksjomatyk (Lukasiewicz) negacyjno-implikacyjnego
ujecia KRZ, z regulg odrywania (Borkowski: 89).

Al p—>q9—>W(g—r)—>@—r)
A2 (p—p) —p
A3 p—o(p—9q

Pokazemy, ze ma to istotnie miejsce:

MP oa0—B/B

Der.

1 o« [2]
2 a—B [2]
3) lo [1,D1]
4) a[11,01,00]B [2,DC]
®)] allp [3,4xRC,0OL]
(6) 1B [5xOF,0K]

D B [6,D1]
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Regulg wtorna jest tu:

MP1 la,1(a — B) / 1B [D1,MP]
7 p—q) —>(g—r)—>@—7) (=Al)
Dem.

0T — 1(p — @)/0((g = 1) = (p — 1))
1(p — q)/1(g — /0(p — 1)
1(p — q)/1(q — r)/1p/0Or

1q/1(qg — r)/0r [MP1]
q/(q — r)/0r [D1]
rl~r [MP,DO]
1

Byl to zwykty dowdd nie wprost tej tezy. Dla zilustrowania dowodu typu
zatozeniowego, pokazemy zatozeniowe dowody tej samej tezy odpowiednio
w kolejnosci: wprost i nie wprost.

Dem.
H3 — 1(p — ¢)/1(qg — r)/1p
1g/1(g — r) [MP1]
1r [MP1]
oraz
Dem.
H3 —=1(p — ¢q)/1(g — r)/1p/Or
1q/1(qg — r)/0r [MP1]
17/0r [MP1]
r/~r [D1,D0]
1
T8 (p—p)—p (=A2)
Dem.
0T— 1(~p — p)/Op
~p[11,01,00]p/0p [D1,DC]
~p00p [RC]
0~p/0p [OF]
~~p/~p [DO]

1
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™ p—>(Cp—9 (=A3)
Dem.
0T— 1p/0(~p — q)
1p/1~p/0q
1p/1~p [OK]
pl~p [D1]
1

Konczy to dowdd tego twierdzenia.
Do tez systemu KRZ* nalezg rowniez (ograniczymy si¢ do skromnego komen-
tarza w dowodach):3

T10 p[11,01,10,00]q

Dem.

IT « pllg0p01¢g0p1040p00g
(1p/1g)0(0p/1¢)0(1p/0g)0(0p/0g)
(P/9)0(~p/q)0(p/~q)0(~p/~q)
((pO~p)/q)0((pO~p)/~q)
q0~g
T

TIl pVgq [T10,DV]

Ti2 (p — q) = (~¢ = ~p)
Dem.
0T— 1(p — ¢)/0(~q — ~p)
1(p — ¢q)/1~q/0~p
I(p — ¢q)/0q/1p
1g/0q [MP1]
1 [D1,D0]

Oznaczajac przez ¢ negatywny odpowiednik funktora @, tj. dla =1 czy ¢=0,
mamy odpowiednio: =0 i ¢=1. Regulami wtornymi sg tez (trdjcztonowa)
reguta negacji i regula kontrapozycji:

RN ~povyq / poyg  pov~q / poyg — ~poy~q / poyq
RK  povq / qyop

3 W dowodach wykorzystujemy réwniez fakt, ze KRZ jest fragmentem tej konstrukc;ji.
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Tezami tego systemu sg rowniez:

T13 pOg — p[11,01,10]g

Dem.
0T— 1(p0g)/0(p[11,01,10]q)
(r0g)/~(p[11,01,10]q) [D1,D0]
(p0q)/p[00]q [T8]
(POq)/~p/~q [OL,DO]
(P0g)/~(pOq) [KRZ)]
1
T14 p[11,01,10]g — pOgq [OL,0F,KRZ]
T15 pOg < p[11,01,10]q [T13,T14]

Wszystkie szesnascie funktorow binarnych klasycznego rachunku zdan moze-
my zdefiniowa¢ przy pomocy powyzszej notacji listowej, przez odwotanie si¢
do naszych czterech funktoréw bazowych. Zaproponujemy pewng symbolike
dla czterech nowych funktoréw. Aby nie mnozy¢ symboli, dla funktoréw rza-
dziej uzywanych przyjmiemy pewna konwencje dla zapisu funktoréw begdacych
negatywnymi odpowiednikami funktoréw binarnych wcze$niej scharakteryzo-
wanych. Bedziemy pisali p %¢ zamiast ~(poq), gdzie o jest funktorem wczesniej
zdefiniowanym. Zapis taki jest spotykany w klasycznej teorii relacji.

W notacji listowej, negacja funktora binarnego oznaczonego przez listg L
jest symbolizowana przez liste bedaca dopetnieniem L do listy [11,01,10,00],
odnoszacej si¢ do funktora obustronnego verum. I tak np. negacjami implikacji
([11,01,00]) i rownowaznosci ([11,00]) sg funktory symbolizowane odpowied-
nio przez: [10] i [01,10].

Analogicznie jak w teorii relacji, mozemy wprowadzi¢ operacje konwersji,
iloczynu, sumy 1 inkluzji funktorow.

Konwersja funktora binarnego oznaczanego przez listg L jest funktor
oznaczony lista powstalg z L poprzez odwrocenie (dwuznakowych) symboli
bazowych funktoréw binarnych, bedacych elementami L. Tak wiec konwer-
sja implikacji ([11,01,00]) jest odwrotna implikacja ([11,10,00]). Konwersja
koniunkcji ([11]) jest rowniez koniunkcja.

lloczynem dwoch funktorow binarnych oznaczanych listami L 1 M jest
funktor oznaczany przez liste N, bedaca przekrojem list L i M. I tak iloczyn
implikacji ([11,01,00]) i implikacji odwrotnej ([11,10,00]) jest rownowaznos¢
([11,007).

Sumg dwoéch funktorow binarnych oznaczanych listami L 1 M jest funk-
tor oznaczany przez listg¢ N, bedaca sumg list L 1 M. I tak suma implika-
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cji ([11,01,00]) i implikacji odwrotnej ([11,10,00]) jest obustronne verum
([11,01,10,00]).

Z kolei funktor (oznaczany przez liste) L zawiera si¢ w funktorze (sym-
bolizowanym przez list¢) M wtedy i tylko wtedy gdy L zawiera si¢ w liscie
M. Zgodnie z tym okresleniem inkluzji funktoréw, funktory koniunkeji ([11])
i rownowaznosci ([11,00]) zawierajg si¢ w funktorze implikacji ([11,01,00]).

Relacje negacji (dopetnienia), iloczynu, sumy i zawierania si¢ list sg tu
definiowane tak samo, jak w klasycznej algebrze klas?.

Powiemy, ze notacja listowa jest notacjq semantycznie przejrzystq.

Semantycznie przejrzysta notacjg jest rOwniez notacja idiograficzna, jaka
postugiwat si¢ Stanistaw Lesniewski w swoim oryginalnym sformutowaniu
prototetyki (Lesniewski 1929, Luschei 1962: 289 i n). Symbolika ta opierata
si¢ na schemacie:

00
10 01

11

Schemat ten mozna czyta¢ na dwa sposoby — standardowy i niestandar-
dowy:

Odczytanie standardowe. Dla abd{11,01,10,00} a i b znacza odpowied-
nio: warto$¢ pierwszego argumentu i warto$§¢ drugiego argumentu, gdzie
a,bd{1,0}. 1 symbolizuje prawde, a 0 — falsz. Ta interpretacja jest zgodna
z intencjami Le$niewskiego.

Odczytanie niestandardowe. Dla abd{11,01,10,00} ab jest bazowym funk-
torem binarnym, zgodnie z konwencja przyjeta w tej pracy.

Zgodnie z tym schematem (przy standardowym odczytaniu), funktor
koniunkcji dajgcy zdanie prawdziwe jedynie przy prawdziwych obydwu argu-
mentach jest oznaczany przez O a funktor implikacji (tworzacy zdanie praw-
dziwe dla wartosci argumentow 11,01 i 00) — przez O—. Dwuargumentowe
funktory klasycznego rachunku przedstawimy w ponizszej tabeli. Zestawiamy
w niej notacje zwykla (nieco rozszerzona) z notacjg idiograficzna i notacja
listowg oraz podajemy nazwy tych funktorow>.

4 Jest ona ujmowana (standardowo) jako fragment teorii mnogosci lub jako fragment
rachunku nazw. Intuicje zwiazane z pojeciem listy, bliskie jezykowi naturalnemu, sa przedsta-
wione w: Wojciechowski 2011.

5 Pokrywaja si¢ ono czesciowo z nazewnictwem, ktore proponuje Luschei 1962: 291.
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Symbolika
zwykla | idiograficzna listowa Nazwa funktora

A% {# [11,01,10,00] Obustronne verum

0 - [11,01,10] Alternatywa

— {> [11,10,00] Odwrotna implikacja

v {P [11,10] Afirmacja poprzednika

— q} [11,01,00] Implikacja

N q [11,01] Afirmacja nastepnika
— (> [11,00] Rownowaznosé

/ Q [11] Koniunkcja

M @ [01,10,00] Negacja koniunkcji /ekskluzja
= O [01,10] Negacja rownowaznosci /dyzjunkcja
N %) [10,00] Negacja nastepnika
= O [10] Negacja implikacji

7 @ [01,00] Negacja poprzednika
— O [01] Negacja odwrotnej implikacji

v (5 [00] Negacja alternatywy

v O [ Obustronne falsum
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Zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie 2. Jezeli O i O, sq funktorami dwuargumentowymi, oo i ad,p
sq formutami zdaniowymi oraz L, i L, sq listowym zapisem odpowiednio funk-
torow 0Oy i Oy, to adff — ao,P weedy i tylko wtedy, gdy LfL,.

Dowodd. Przyjmujac Li=[a,,...,a,,], L, =[b;,...,b,] (mn < 4), takie, ze
alay,....a,lp — a[by,....b,1B, tj. zgodnie z regutami OL i IL, spdjniki z listy L;
sg tez elementami listy L, (lista ta tez sktada si¢ z funktorow specyficznych),
czyli L\fL,. Dowdd w drugg strone jest jeszcze prostszy: wystarczy zauwa-
zy¢, ze dla L, = [ay,...,a,], L, =[b,,...,b,], jesli L,fL,, to (na mocy regut OL
i IL) afay,....a,lp — a[by,...,b,]B, a stad: ao;f — ao,p. Konczy to dowdd
tego twierdzenia.

Rezultaty negacji i konwersji szesnastu funktorow binarnych zestawiamy
W ponizszej tabeli:

Funktor Negacja Konwersja
4} [11,01,1000] | O [[] {} [11,01,10,00]
9= |noL10] A [00] R I KON
4? [11,10,00] O |[01] Q} [11,01,00]
{0 & | 101,00] =101
@ [11,01,00] -O | [10] {é [11,10,00]
= o1 & | 110,00] 9| 110]
<> [11,00] ~O— | [01,10] <> [11,00]
Q [11] ~A&- |101,10,00] Q [11]
~5- | 101,10,00] Q [11] ~&- ] 101,10,00]
~O— | [01,10] 8; [11,00] ~O— | [01,10]
& [110,00] = o1 & [ 101,00]
-0 |[10] @ [11,01,00] O- | [01]
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Funktor Negacja Konwersja

A [ 101,00] Q10 & | 110,00]

O- [01] {> [11,10,00] O [10]

A [00] = [11,01,10] A [00]

O [l 4} [11,01,10,00] O (]

Z powyzszej tabeli wida¢, ze negacja funktora w notacji idiograficzne;j
jest geometrycznym dopelnieniem symbolu funktora negowanego do symbo-
lu obustronnego verum (koleczko jest tu niezmiennikiem). Z kolei konwersja
funktora jest oznaczana symbolem bedgcym symetrycznym odbiciem symbolu
funktora konwertowanego wzgledem osi pionowe;j.

lloczyn dwoch funktoréw binarnych jest oznaczany symbolem zlozonym

z koteczka 1 wspolnych kresek. 1 tak: ¢ k <) = (JP q} kQ = Q i Q ké = 0.
Suma dwoéch funktorow binarnych w tej notacji jest symbolizowana kotecz-

kiem i kreseczkami wystqpujqcymi w obu symbolach wyjsciowych. Przykta-

doer 0100

Dwa funktory tego typu sa ze sobq w relacji inkluzji, wtedy gdy wszystkie
kreseczki wystepujace w symbolu pierwszego wystepuja w symbolu drugiego.
Dla przyktadu: Q fq}, (JP fq} iO fé}
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Streszczenie

Punktem wyjscia jest pewien fragment tekstu, ktoérego autorem jest Gottlob
Frege (Einleitung in die Logik): ,,JJezeli ma si¢ dwa zdania, to sg tylko cztery
przypadki mozliwe: 1) pierwsze jest prawdziwe i tak samo drugie; 2) pierwsze
jest prawdziwe, drugie falszywe; 3) pierwsze jest falszywe, drugie prawdziwe;
4) obydwa sg falszywe”. Proponuje si¢ tu pewna konstrukcje, bedaca sformuto-
waniem klasycznego rachunku zdan, w ktorym powyzsza semantyczna charak-
terystyka pary zdan jest obecna. Symboliczny zapis tych czterech przypadkow
dla dowolnej pary zdan jest jej teza. Uzywana jest tu notacja listowa. Jest ona
poréwnywana z idiograficzng notacja Le$niewskiego.



