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Roman Murawski

Na marginesie artykulu prof. Adama
Nowaczyka ,,Zrozumie¢ Tarskiego”

Zacznijmy od uwagi, ze Tarski w swojej pracy O pojeciu prawdy w jezykach
nauk dedukcyjnych nie definiuje prawdy, ale probuje wyjasni¢, co to znaczy
»zdanie prawdziwe”, czyli zajmuje si¢ predykatem prawdziwosci. Interesuje
go ekstensja pojecia ,,prawda”. Czyni to, jak powszechnie wiadomo, uzywajac
pojecia spetniania. Zauwazmy przy tym, ze mowiac o spetnianiu formuty przez
pewien ciag, rozwaza nieskonczone ciagi indywiduéw. Jest to — jak podkresla
prof. Nowaczyk — konsekwencja faktu, ze funkcje zdaniowe moga zawierac
dowolna liczbe zmiennych wolnych. Definiujac, co to znaczy ,,zdanie praw-
dziwe”, moéwi, ze jest to rOwnowazne stwierdzeniu, iz zdanie jest spetnione
przez kazde wartosciowanie — a jest ich przeciez nieskonczenie wiele. Warto
zwréci¢ uwage, ze wkracza tu (do metasystemu, w ktorym formutujemy defi-
nicje spetniania i prawdziwo$ci) nieskonczonos$¢. Okazuje si¢, ze semantyka
wymaga nieskonczonosci — ponizej wskazemy jeszcze inne aspekty tego faktu.

Definicja Tarskiego odnosi sie, co autor wyraznie zaznacza juz w samym
tytule pracy, do jezykoéw nauk dedukcyjnych. W ttumaczeniach pracy na jezyki
obce pojawia si¢ — zamiast zwrotu ,,jezyki nauk dedukcyjnych” — termin ,,jezy-
ki sformalizowane”!. Chodzi zatem o jezyki, w ktorych — jak wyjasnia — ,,sens
kazdego wyrazenia jest jednoznacznie wyznaczony przez jego ksztatt” (Tarski
1933: 16). Czy mozna si¢ tu dopatrywac jakiego$ zwiazku z nominalizmem,
ktérego sympatykiem byt Tarski (por. Murawski 2011)? Jezyki nauk dedukcyj-
nych wymagaja, by ich pojecia byly ,,sztywne”, tzn. by ich sens i znaczenie
nie byly ptynne i nieostre. Ta ,,sztywnos¢” jest z kolei konieczna, aby moc

I Por. ttumaczenie niemieckie: Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen (1935)
i przeklad angielski: The Concept of Truth in Formalized Languages (1956).
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tworzy¢ dowolnie dlugie tancuchy dedukcyjne, co jest oczywiscie potrzebne
w matematyce i logice, a co ma sens tylko wtedy, gdy uzyte pojecia nie zmie-
niajg swego znaczenia i sensu w trakcie dedukcji.

Prof. Nowaczyk nie zwraca w swoim artykule uwagi na twierdzenie I
z pracy Tarskiego, ktore to twierdzenie, a doktadniej jego czg$¢ druga, nazy-
wane jest dzi$§ twierdzeniem Tarskiego o niedefiniowalnosci pojgcia prawdy
i zaliczane do tzw. twierdzen limitacyjnych (por. Murawski 2014). Glosi ono:

TwIERDZENIE 1. (B) [J]esli klasa wszystkich tez metanauki jest niesprzeczna,
to niepodobna skonstruowac na gruncie metanauki trafnej definicji prawdy
w sensie powyzszej umowy?.

Po sformulowaniu tego twierdzenia Tarski opisuje ide¢ dowodu oraz podaje
szkic dowodu. Dowod wykorzystuje metode przekatniows zastosowana przez
Godla w pracy Uber formal unentscheidbare Scitze der ,, Principia Mathemati-
ca” und verwandter Systeme I (Godel 1931), w ktorej udowodnit tzw. pierwsze
twierdzenie o niezupetno$ci3. Tarski zreszta wyraznie stwierdza te zaleznosé
od Godla, piszac:

Zastosowang tu metod¢ rozumowania zawdzigczamy p. K. Godlowi, ktory uzyt jej do
innych nieco celow w swej wydanej niedawno pracy Godels (...). Ten niezmiernie wazny
i interesujacy artykut nie pozostaje w bezposrednim zwiazku z tematem niniejszej pracy —
dotyczy bowiem zagadnien $ci§le metodologicznych (...).

Zaznacze przy sposobnosci, ze tw. I wraz z szkicem dowodu zostato wiaczone do niniejszej
pracy juz po oddaniu jej do druku: w chwili bowiem gdy praca ta zostala przedstawiona
Warszawskiemu Towarzystwu Naukowemu (21.111.1931), artykut p. Godla nie byt jeszcze,
o ile mi wiadomo, wydrukowany. Totez w pierwotnej redakcji zamiast pozytywnych wyni-
kéw wypowiadatem jedynie pewne przypuszczenia, idace zreszta w tym samym kierunku,
a oparte po czgsci na whasnych dociekaniach, po czgéci zas — na krotkim komunikacie
Godel,, opublikowanym kilka miesiecy wezesniej. (Tarski 1933: przyp. 88)

To rodzi pytanie o priorytet: kto pierwszy udowodnil twierdzenie o niede-
finiowalnosci pojecia prawdy i czy Gdodel znat to twierdzenie? Problem ten
rozwazatem w pracy Undefinability of truth. The problem of the priority: Tarski
vs. Godel (Murawski 1998; zob. tez Wolenski 1991). Nie mozemy tu przyta-
czaé przeprowadzonych tam rozwazan. Powiedzmy wiec tylko, ze analiza prac
Tarskiego 1 Godla prowadzi do nastgpujacych wnioskow: Tarski przyznaje,

2 W przekladzie angielskim (1956) mamy ,,in the sense of convention T” zamiast ,,w sen-
sie powyzszej umowy”. Przy tym przez konwencj¢ T rozumie si¢ rownowazno$é: X jest praw-
dziwe wtedy i tylko wtedy, gdy p, gdzie X jest nazwa zdania p.

3 Wyklad twierdzen Godla znalez¢ mozna na przyktad w: Murawski 2010; por. tez Muraw-
ski 1999.
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iz metoda dowodu twierdzenia o niedefiniowalnos$ci zostata zapozyczona od
Godla, ale wyraznie podkresla, ze uzyskat ten wynik niezaleznie od niego.
Godel zdawal sobie w roku 1931 sprawe z niedefiniowalnosci pojecia prawdzi-
wosci — istotnie, to u§wiadomienie sobie kontrastu pomiedzy definiowalnoscia
pojecia dowodliwosci i1 niedefiniowalno$cig pojecia prawdziwosci doprowa-
dzito go do odkrycia fenomenu niezupetnosci teorii. Godel w swoich pracach
nie wspomina jednak o niedefiniowalnosci pojecia prawdziwosci, co wiecej,
swiadomie unika poje¢¢ ,,prawda” i ,,prawdziwy”, obawiajac si¢, ze ich uzy-
cie spotka si¢ z negatywng reakcja 6wczesnego establishmentu w dziedzinie
podstaw matematyki, zdominowanego przez Hilberta i jego idee. Tarski byt
wolny od takich ograniczen ,,ideologicznych” — istotnie, w szkole lwowsko-
-warszawskiej nie czyniono zadnych wstepnych zalozen ograniczajacych przed
przystapieniem do wiasciwych badan (por. Wolenski 1985; zob. tez Murawski
2011). W zwigzku z tym Tarski, cho¢ — jak wspomniano wyzej — sympaty-
zowal z nominalizmem, swobodnie stosowal w swoich badaniach logicznych
i matematycznych wszelkie poprawne metody, w szczegélnos$ci nawet takie,
ktoérych nominalista nie moze zaakceptowac.

Dodajmy jeszcze, ze Godel postugiwat sie jedynie intuicyjnym pojeciem
prawdziwosci 1 prawdy. Czy widziat potrzebe analizy tego pojecia? Z jego
listu do Carnapa wynika, ze tak (por. Murawski 1998). Co wigcej, wydaje
si¢, ze Godel zamierzat rozwinag¢ teori¢ prawdy w oparciu o teori¢ mnogosci
w planowanej wspolnej pracy z Arendem Heytingiem, ktéra miata by¢ poswie-
cona aktualnym pradom w logice matematycznej — praca ta jednak nigdy nie
powstala.

Wobec twierdzenia Tarskiego o niedefiniowalno$ci pojecia prawdy dla
danego jezyka w tym jezyku mozna postawi¢ pytanie: gdzie zatem takie poje-
cie jest definiowalne? Tutaj rzecz jest delikatna i wymaga subtelnych rozr6z-
nien. Zbadano ja doktadnie w przypadku jezyka arytmetyki (por. np. Murawski
1999). Otdéz przede wszystkim nalezy wyrdzni¢ trzy sensy predykatu ,,praw-
dziwy” dla tego jezyka: (a) adekwatno$¢ na liczbach standardowych, czyli
spetlnienie konwencji (T) dla liczebnikéw (nazw liczb), (b) spetienie kon-
wengcji (T) dla dowolnych ciagow, (c) warunki definicji Tarskiego traktowane
jako aksjomaty. Sens (c) jest najsilniejszy, sens (a) najslabszy. Twierdzenie
Tarskiego moéwi o niedefiniowalnosci juz w sensie (a), co pociaga oczywi-
$cie niedefiniowalno$¢ w obu pozostatych sensach. Mozna dowies¢, ze jesli
w jakiej$ teorii da si¢ zdefiniowaé predykat spetniania i prawdziwo$ci w sensie
(c) dla jezyka arytmetyki, to w teorii tej mozna udowodni¢ niesprzecznosc¢
arytmetyki.

Mimo ze zgodnie z twierdzeniem Tarskiego nie mozna w arytmetyce zde-
finiowa¢ pojecia spetniania i prawdziwosci dla catego jezyka arytmetyki, to
mozna to uczyni¢ dla fragmentow tego jezyka. Fragmenty te najdogodniej
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wyrdzni¢ biorgc pod uwage liczbe i rodzaj kwantyfikatorow, ktore moga w for-
mule wystgpi¢. Okazuje sig, ze predykat spetniania i prawdziwosci dla formut
zawierajacych n (dowolna, ale ustalona liczba!) parami réznych kwantyfikato-
row mozna zdefiniowa¢ formutg zawierajaca t¢ samg liczbe i rodzaj kwantyfi-
katoréow. Aby jednak zdefiniowac taki predykat dla wszystkich formut jezyka
arytmetyki (zatem liczba n kwantyfikatoréw moze by¢ teraz dowolna), uzy¢
trzeba pewnego (niepredykatywnego) rozszerzenia arytmetyki, tzn. rozszerze-
nia, w ktorym méwi¢ mozna o liczbach i o zbiorach liczb, a zatem o obiektach
wyzszego rzgdu. | tu znéw wkracza nieskonczono$¢!

Fakt, ze pojecie spetiania i prawdziwosci dla jezyka arytmetyki, a wiec
jezyka, w ktérym moéwi sie o (skonczonych!) liczbach naturalnych, wymaga
odwolania si¢ do nieskonczonosci, ilustrujg badania pokazujace, ze w pew-
nych zakresach pojecie prawdziwosci moze zosta¢ zastgpione uzyciem tzw.
o-reguly, czyli reguly wnioskowania o nieskonczenie wielu przestankach.
Mozna wigc semantyczne pojecie prawdziwosci zastapi¢ pojeciem syntaktycz-
nym, ale zawierajacym odwotanie do nieskonczono$ci aktualnej! Wyniki te sa
bardzo techniczne i nie mozemy ich tu przytacza¢ w Scistej postaci (omowienie
tych wynikow znalez¢ mozna np. w pracy: Murawski 2002).

Okazuje si¢, ze warunki podane przez Tarskiego w jego definicji poje-
cia spehniania i prawdziwosci z pracy z 1933 r. sa zbyt stabe, by w sposob
jednoznaczny scharakteryzowac pojecie prawdziwosci. Pokazujg to pewne
twierdzenia dotyczace tzw. klas spelniania. Wyniki te sa zndw niestety bar-
dzo ztozone i nie mozemy tutaj wchodzi¢ w szczeg6ly techniczne (omowienie
tego typu wynikow znalez¢ mozna np. w pracy: Murawski 1995). Powiedzmy
wigc tylko, ze warunki indukcyjne definicji Tarskiego mozna potraktowac jako
aksjomaty dla nowego predykatu S spelniania/prawdziwosci, ktory dodaje sig¢
do jezyka danej teorii 7. Pytamy teraz, kiedy model dla teorii 7 mozna roz-
szerzy¢ poprzez dodanie realizacji predykatu S tak, by spelnione byly warunki
definicji Tarskiego. Okazuje sig, ze nie zawsze. Co wiecej, jesli juz mozna to
zrobié¢, to na ogél na bardzo wiele réznych, sprzecznych ze sobg sposobow.
Dodajmy jeszcze, ze istniejg takze pewne patologiczne, tzn. niezgodne z intu-
icjami, realizacje tego predykatu.

Prof. Nowaczyk podkresla w swoim artykule, Zze definicja Tarskiego nie
daje kryterium prawdziwosci — z czego zreszta zdawal sobie sprawe sam Tar-
ski. W zwigzku z tym warto moze zacytowac jego zdanie z pdzniejszego arty-
kutu Truth and Proof, gdzie pisze: ,,Dowod jest wcigz jedyng metodg uzywang

4 Pozwala ona na przejscie od nieskonczenie wielu przestanek postaci ¢(n) dla kazdej
liczby n do wniosku postaci Vn ¢(n). Jest to wigc reguta infinitarna. Dodajmy, ze wszystkie
reguty wnioskowania logiki I rzgdu maja charakter finitarny.
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do ustalania prawdziwosci zdan w konkretnej teorii matematycznej™ (Tarski
1969: 77). 1 dodaje: ,,Zbior zdan prawdziwych spelia wigc funkcje idealnej
granicy, ktorej nigdy nie zdotamy osiagnac, lecz do ktorej staramy si¢ zblizy¢
rozszerzajac stopniowo zbior zdan dowodliwych. (...). W rozwoju matematyki
nie ma konfliktu miedzy pojeciem prawdy i pojeciem dowodu; pojecia te nie
s3 na stopie wojennej, lecz pozostajg w stanie pokojowego wspoltistnienia”®
(tamze).
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