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Punktem wyj$cia niniejszej pracy jest analiza pewnego pytania B. Wolniewicza
dotyczacego potkrat gornych z jednoscia. Pytanie to — oznaczone nizej sym-
bolem (P) — ma charakter czysto algebraiczny, ale jest inspirowane formalng
ontologig sytuacji.

W rozdz. 2 i 3 rozwazamy odpowiedniki pytania (P) w sformulowaniu
teoriomnogo$ciowym i topologicznym. W rozdz. 4 podajemy rozwigzanie pro-
blemu (P) odniesionego do algebr Boole’a. W koficowym rozdz. 5 pytanie
(P) jest rozpatrywane na gruncie teorii konsekwencji.
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1. Oryginalne pytanie Wolniewicza i jego dyskusja

Potkratami gornymi z jednoscig sa struktury algebraiczne postaci (L, V, 1),
w ktorych L jest niepustym zbiorem, 1 — wyr6éznionym elementem nalezgcym
do L, a V jest dwuargumentowym dziataniem spelniajgcym roéwnania:

xVx=x, xVy=yVyx, (xVy)Vz=xV((yVz, xVI1=1

Potkrata (L, Vv, 1) jest niezdegenerowana, gdy w L sg przynajmniej dwa
rozne elementy. Dla a, b € L definiujemy: a < b < a V b = b.

Zbior [ jest ideatem w (L, v, 1), gdy [ # @, I C L oraz spelnione sg warunki:
(i) aelorazbel=aVbel,

(iaclorazb<a=bel

Ponadto, ideat / jest wlasciwy, gdy I # L.

Dowodzi si¢, korzystajac z lematu Kuratowskiego-Zorna, ze w kazdej
niezdegenerowanej polkracie z jednoscia istnieja idealy maksymalne.

W pracach B. Wolniewicza dotyczacych formalnej ontologii sytuacji (cf.
[2], [3], [4]) potkraty z jednoscia pojawiaja si¢ jako formalne odpowiedniki
ogotu sytuacji elementarnych. Mowigc nieco doktadniej, jesli (L, V, 1) jest taka
pélkrata, to elementy zbioru L sa interpretowane jako sytuacje elementarne,
wyrédzniona jednos¢ 1 odpowiada sytuacji niemozliwej, supremum a V b zas
interpretuje si¢ jako splot sytuacji a oraz b: a V b jest najmniejsza sytuacja,
w ktorej zachodzi a oraz b. Ideaty maksymalne sg dla Wolniewicza realizacjami
badz mozliwymi $wiatami, ich ogot zas$ stanowi przestrzen logiczng zwigzana
z algebrg sytuacji elementarnych (L, Vv, 1).

Wréémy zndéw do pojec algebraicznych. Dla dowolnego 4 C L poldézmy:

A+t ={beL:aV b=1dlakzdego a € A},

A) = (4H)h,

Min(4) := zbidr elementdw minimalnych w 4 ze wzgledu na <,
R := zbiér wszystkich ideatow maksymalnych w (L, V, 1),

"Ad) ={Re€R: 4 NR+I}.

Oto oryginalne sformutowanie pytania Wolniewicza (cf. [4]):

»The question is under what properties of L — short of all its maximal
ideals being finite — does an antichain Min}(4) always contain a minimal
subchain B such that #(B) = r(Min}(A4))?”

Przyjmijmy definicj¢. Dla M C L polézmy:

By, = {BCM:rB)=r(M)y}.
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Oryginalne sformutowanie pytania Wolniewicza mozna zastgpi¢ — jak fatwo
zauwazy¢ — pytaniem prostszym i nieco ogolniejszym:

(P) Jakie wtasno$ci musi spelnia¢ potkrata gorna z jednoscia (L, V, 1) —
pomingwszy przypadek, kiedy wszystkie jej idealty maksymalne sg skonczone
— aby w rodzinie B, istnialy elementy minimalne ze wzgledu na inkluzj¢?

Juz samo sformutowanie pytania Wolniewicza sugeruje, ze zachodzi naste-
pujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1. Jesli L jest potkratq gorng z jednoscig, w ktorej wszystkie
ideaty maksymalne sq skonczone, to w By, istniejq elementy minimalne.

Dowod. Dowodzi sie, ze B, jest zamknigte na iloczyny mnogosciowe
dowolnych tancuchow. Tym samym do cze$ciowego porzadku (B,,, D) mozna
zastosowa¢ lemat Kuratowskiego-Zorna. Elementy maksymalne w (B,,, D) sa
minimalne w (B,;, C). Szczegdly rachunkowe dowodu pomijamy.

Uwaga 1. Twierdzenie 1 mozna wzmocnié, jes$li zamiast zalozenia, iz
wszystkie idealy maksymalne sga skonczone, przyjmiemy, ze R M M jest skon-
czone dla kazdego idealu maksymalnego R.

Dla lepszego zrozumienia zatozenia wystgpujacego w twierdzeniu 1 odno-
tujmy teraz nastepujacy

FAKT. W kazdej niezdegenerowanej potkracie z jednoscig nastepujgce

warunki sq rownowazne:

(1) Kazdy ideatl wlasciwy jest skonczony.

(2) Kazdy ideat maksymalny jest skonczony.

(3) Kazdy ideat witasciwy jest gtowny i skonczony.

(4) Potkrata spetnia warunek ACC oraz pod kazdym jej elementem roznym
od jednosci znajduje si¢ skonczenie wiele elementow.

[Moéwimy, ze potkrata (ogodlniej: zbior czgsciowo uporzadkowany) spefnia
ACC, gdy nie istniejg w niej nieskonczone i roznowartosciowe ciggi rosnace
X1 < X, < x5 ... Jest to rownowazne temu, ze kazdy niepusty podzbior potkraty
ma element maksymalny.]

Dowod. Implikacja (1) = (2) jest oczywista. By udowodnic, ze (2) = (3),
zatozmy, iz R jest ideatem wiasciwym. Jego maksymalne rozszerzenie jest —
wobec (2) — skonczone. Zatem R jest tez skonczone. Stad sup R € R, co z kolei
implikuje réwnos¢: R = {x € L : x < sup R}. Zatem R jest ideatem gtownym.

(3) = (4). Zatézmy (3). Wtedy druga czes¢ warunku (4) jest natychmia-
stowa. Przypusémy, ze rozwazana potkrata nie spetnia ACC. Istnieje wiec
nieskonczony i réznowartosciowy cigg x; < x, < x3 ... Ideal generowany
przez zbior wyrazow tego ciggu jest wiasciwy i nieskonczony, co przeczy (3).
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(4) = (1). Stad ze poétkrata spelnia ACC, wnosimy natychmiast, ze kazdy
jej ideat jest gtdéwny, co w potaczeniu z drugg czescia warunku (4) daje (1).

Uwaga 2. Zaden z powyzszych warunkéw (1)—(4) nie pociaga za soba
skonczonosci potkraty. Istnieja bowiem nieskonczone poéikraty gorne z jed-
nos$cig spetniajace te warunki.

Uwaga 3. Istniejg tez przyktady takich poétkrat (L, V, 1) oraz takich M C L,
ze w zbiorze Bj, nie ma elementow minimalnych (cf. [1]).

2. Teoriomnogosciowy odpowiednik pytania (P)

Porzucimy na chwilg algebraiczne zalozenia i przyjmiemy, ze L jest catkowicie
dowolnym niepustym zbiorem, R za$ dowolna niepusta rodzina niepustych
podzbioréw zbioru L. Podobnie jak w rozdz. 1 dla & # M C L definiujemy:

r(M) = {R € R: RN M # @} oraz By, := {B C M: r(B) = r(M)}.

Stawiamy teraz pytanie:
(P,) Kiedy w rodzinie B), istnieja elementy minimalne?

TWIERDZENIE 2. Przy powyzszych zatozeniach nastepujgce warunki sq row-
nowazne:
(a) W rodzinie B, istniejg elementy minimalne;
(b) Istnieje takie B € By, ze

*) (Vbe B AR ER)RN B = {b.

Dowdd. (a) = (b). Niech B bedzie elementem minimalnym w B;,. Wtedy
r(B) = r(M) oraz r(B") # »(B) dla wszystkich B' C B i B' # B. W szczego6l-
nosci (B — {b}) # r(B) dla kazdego b € B. Istnieje wigc R € R, takie ze
RNB# Joraz RN (B-{b})=. Stad R N B = {b}, co dowodzi (*).

(b) = (a). Niech B € B,,. Zatézmy, ze B spehia (*) i przypusémy, ze
zbior B nie jest minimalny w B,,. Istnieje wigc takie B' C B, ze r(B') = r(M)
oraz B" # B. Wezmy b € B — B'. Poniewaz B’ C B — {b} C B, zatem
r(B") C n(B — b) C r(B). Reasumujac, n(B — {b}) = r(B), co przeczy (*)
i koficzy dowdd twierdzenia 2.
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3. Topologiczna analiza pytania (P)

Pomyst polega na tym, aby na zbiorze L zdefiniowaé topologi¢ i za jej pomoca
wyrazi¢ warunki konieczne i dostateczne istnienia zbiorow minimalnych w B),.

Narzucajacym si¢ sposobem wprowadzenia topologii jest uznanie rodziny R
za bazg. Aby tego dokonad, trzeba jednak przyjac¢ jeszcze jedno zalozenie, iz
rodzina R jest zamkni¢ta na skonczone iloczyny mnogosciowe. Zbidér X C L
definiujemy wtedy jako otwarty, X € 0, gdy X =L lub X = J, lub X jest sumg
jakiej$ podrodziny rodziny R. Symbolem X oznacza¢ bedziemy domkniecie
zbioru X w topologii (L, O):

pEX<= XN U, # @ dla kazdego otoczenia U, punktu p.

LEMAT 1. Niech X, Y C L. Wtedy
X)y=rY)eX=Y

Dowéd. (<) Niech X = ¥ Wezmy R € r(X). Wtedy istnieje takie p, ze
p E€XNR. Stad p € X, a zatem p € Y. Wybrane R jest otoczeniem punktu p,
zatem R N Y # J, co znaczy, ze R € r(Y). Reasumujac, n(X) C r(Y). Dowod
inkluzji odwrotnej jest symetryczny.

(=>) Zatdzmy, ze r(X) = r(Y). Niech p € X oraz niech U, bedzie otoczeniem
punktu p. Poniewaz U, = UR' dla pewnego R' C R, zatem X N UR' # O,
czyli X N R # <& dla pewnego R € R'. Z zatozenia R N Y # &, a zatem
YN U, # @, co znaczy, ze p € U,. Stad X C ¥ Dowdd inkluzji odwrotne;
jest symetryczny.

Niech M C L. Potraktujemy M jako podprzestrzen topologiczna prze-
strzeni (L, 0), tzn. X C M uwazaé bedziemy za zbior otwarty w (M, 0'), gdy
X =M N U dla pewnego U € 0. Przy tych zatozeniach zachodza dwa proste
lematy, ktoérych udowadnia¢ nie bedziemy:

LEMAT 2. By, = {B C M: B = M}, gdzie kreska oznacza operacje domknie-
cia w topologii O'. Innymi stowy, B, jest rodzing wszystkich zbiorow gestych
w (M, 0.

LEMAT 3. Niech B C M. Wtedy nastepujgce dwa warunki sq rownowazne:

(i) (Vb€ B) B+ B - {b};

(ii) (Vb € B) b & B — {b}.
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Warunek (ii) glosi, ze kazdy punkt zbioru B jest izolowany; o takim zbio-
rze B mowimy, ze jest zbiorem izolowanym.

TWIERDZENIE 3. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) Istniejq zbiory minimalne w By,

(i) W przestrzeni topologicznej (M, O') istniejq podzbiory geste i zarazem
izolowane.

Dowéd. (i) = (ii). Niech B bedzie elementem minimalnym w B,,. Oczywi-
scie B jest gesty. Na mocy dowodu twierdzenia 2, B spetnia warunek (*), czyli
dla kazdego b € B istnieje takie R € R, ze B N R = {b}. Stad i z okreslenia
topologii (M, 0') wnosimy, ze b & B — {b} dla kazdego b € B. Zbior B jest
zatem izolowany.

(i) = (i). Jesli B jest gesty, to B € Bj; na mocy lematu 2. Jesli B jest
izolowany, to wobec lematu 3, B jest minimalny w B,,.

Uwaga 4. Poniewaz rodzina idealow maksymalnych dowolnej potkraty
gornej z jedno$cig nie jest na ogdt zamknigta na skonczone iloczyny, twier-
dzenie 3 nie daje si¢ wprost zastosowacé do oryginalnego pytania (P). Blizsza
takiemu zastosowaniu jest nastepujgca modyfikacja powyzszej konstrukeji. Po
pierwsze, juz w punkcie wyjscia topologi¢ definiujemy na zbiorze M C L,
a nie na catym L. Po drugie, baz¢ stanowi rodzina R* := {R N M: R € R}
przy zatozeniu, ze speliony jest warunek:

VS, TeRYNYpeSNDHAUeRpecUCSNT

Uwaga 5. Dowdd twierdzenia 3 sugeruje, ze mozliwy jest czysto topo-
logiczny odpowiednik pytania (P). Podkreslenie czysto ma wskazywaé, ze
punktem wyjscia jest dowolna przestrzen topologiczna (M, O). Nastepnie defi-
niujemy dwie operacje r; oraz r,, ktadac dla X C M:

nX)={Ue 0: XN U+# I} oraz
r(X)={U € bO: X N U # T},

gdzie b0 jest baza topologii O.
Niech ¢ oznacza r; badz r,. Mozna udowodni¢, ze (cf. lemat 1)

o(X) = o(Y) & X = Y (w topologii 0)
oraz odpowiednik twierdzenia 3:

TWIERDZENIE 4. Niech By, = {B C M: o(B) = M}. Wtedy nastepujgce
warunki sq rownowazne:
(1) Istniejq elementy minimalne w B,y
(i) Istnieje zbor B C M, ktory jest gesty i izolowany.
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4. Analiza pytania (P) dla algebr Boole’a

Rozwaza¢ teraz bedziemy pytanie (P) w odniesieniu do algebr Boole’a, a wigc
struktur algebraicznych o wiele bogatszych niz potkraty gorne z jednoscia.

Zakladamy, ze w niniejszym rozdziale A = (4, A, V, —, 0,1) bedzie ustalona
algebra Boole’a, R za§ ogdlem jej idealow maksymalnych.

LEMAT 4. Jesli M, B C A (A jest uniwersum naszej ustalonej algebry
Boole’a A), to

r(M) C r(B) < M C [B),
gdzie [B) jest filtrem w A generowanym przez zbior B.

Dowdd. (=, przez transpozycj¢) Zatozmy, ze istnieje takie m € M,
ze by AN by A ... AN b, £ m dla kazdego b, b,, ..., b, € B. Znaczy to, ze
—by vV ...V =b, V- m # 1. Stad wnosimy, ze ideal generowany przez zbior
{~b: b € B} U {m} jest wlasciwy. Mozemy go wiec rozszerzy¢ do ideatu
maksymalnego R. Wynika stad, ze R € (M), ale R & r(B), czyli r(M) & r(B).

(=) Niech R € r(M). Wezmy m € M N R. Stad i z zatozenia, iz
M C [B), wynika, ze istnieja by, ..., b, € B takie, ze by A ... A b, < m oraz
by A ... AN b, € R. Z maksymalnos$ci wynika, ze b; € R dla pewnego i < n,
co znaczy, ze R € r(B).

WNIOSEK 1.

(i) (M) = rB) < [M) = [B).

(i) BC M= [r(B) =rM) < M C [B)].

(iii) Zbior v(B), dla B C A, zawiera wszystkie idealy maksymalne algebry A
wtedy i tylko wtedy, gdy by A\ by A ... A b, =0 dla pewnych by, b, ..., b, € B.

Dowod. Warunki (i) oraz (ii) tatwo dajg si¢ wyprowadzi¢ z lematu 4.
Jesli w (ii) za M podstawimy A, to dostaniemy (iii).

WNIOSEK 2. By, = {B C M: M C [B)} = {B C M: [M) = [B)}.
Dowod. Wprost z definicji B, i wniosku 1.

Przyjmiemy teraz robocza definicje: Niepusty podzbior B C 4 nazywamy
odpowiednim, gdy r(B — {b}) # r(B) dla kazdego b € B.

Zauwazmy, ze jesli M jest odpowiedni, to — wobec twierdzenia 2 — M jest
minimalny w By,



www.czasopisma.pan.pl &IIJ www.journals.pan.pl
<

170 Jacek Hawranek, Jan Zygmunt

LEMAT 5. Zbior B jest odpowiedni dokladnie wtedy, gdy b & [B — {b})
dla kazdego b € B.

Dowod. (=) Zatdézmy, ze zbidr B jest odpowiedni. Niech b € B. Zatem ist-
nieje taki ideat maksymalny R, ze R N B = {b}. Przypusémy, ze b € [B — {b}).
Wtedy b; A ... A b, < b dla pewnych by, ..., b, € B takich, ze b; # b dla
wszystkich i < n. Poniewaz b € R, wigc b; A ... A b, € R. Stad i z maksy-
malno$ci R wnosimy, ze b; € R dla pewnego i < n. Zatem B N R D {b, b;}
oraz b # b;, co jest niemozliwe. Zatem b & [B — {b}).

(=) Zalézmy, ze B nie jest odpowiedni, tzn. #(B — {b}) = r(B) pewnego
b € B. Stad 1 z wniosku 1 (ii) mamy B C [B — {b}), co pociaga za soba, ze
b e [B - {b}).

DEFINICIA. Niech M bedzie ustalonym podzbiorem uniwersum algebry
Boole’a A, tzn. niech M C A. Powiemy, ze zbior C C 4 ma wilasnos¢ W
(ze wzgledu na M) wtedy 1 tylko, gdy speliony jest warunek:

(Vb € [M)) ([b & [C) = C U {b} jest odpowiedni).
Ponadto definiujemy rodzing A4, ktadac

A = {C C M: C jest odpowiedni i ma wlasno$¢ W}.
LEMAT 5. Rodzina A jest zamknigta na sumy dowolnych tancuchow.
Dowodd. Niech {C;: i € I} bedzie tanhcuchem w A. Przypusémy, ze

zbior C := U{C;: i € I} nie jest odpowiedni. Zatem istnieje takie x € C,
ze x € [C— {x}). Stad ¢; A ... A¢c, < x, ¢, # x dla k£ < n, dla pewnych

¢y, .y ¢, € C. Z uwagi na to, ze zbiory C; stanowig tancuch, istnieje takie
J €L zex,c, ..., ¢, € C. Stad x € [C; — {x}), co przeczy temu, ze C; jest
odpowiedni.

Aby udowodni¢, ze C ma wtasnos¢ W, wezmy b € [B) takie, ze b & [C)
i przypusémy, iz zbior C U {b} nie jest odpowiedni. Znaczy to, ze istnieje
xe(C x#borazx e [CU {b} — {x}).Stadc; A ... N¢c, N b < x dla
pewnych ¢y, ..., ¢, € C takich, ze ¢, # x dla wszystkich £ < n. Poniewaz
zbiory C; tworzg tafcuch, istnieje j € [ takie, ze x, ¢y, ..., ¢, € C;. Stad
x € [C; U {b} — {x}). Poniewaz b & [C)), C; nie ma whasnosci W, co jest
sprzeczne z zatozeniem.

LEMAT 6. Jesli C jest elementem maksymalnym w A, to [C) = [M), tzn.
C € By,
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Dowo6d. Wystarczy uzasadni¢, ze M C [C). Niech m € M. Przy-
pusémy, ze m ¢ [C). Poniewaz C ma wilasnos¢ W, zbior C U {m} jest
odpowiedni. Pokazemy, ze C U {m} tez ma wlasnos¢ W. Zaldézmy, ze
b & [C U {m}). Mamy pokazac¢, ze C U {m, b} jest odpowiedni. Rzeczywi-
scie, m A b & [C), poniewaz m & [C). Stad C U {m A b} jest odpowiedni.
Ale [C U {m A b}) =[C U {m, b}), a zatem C U {m, b} jest odpowiedni.
Udowodnilismy tym samym, ze C U {m} € A. Wobec maksymalnosci C,
m € C, co daje sprzecznos¢. Zatem m € [C).

LEMAT 7. Jesli C jest elementem minimalnym w By, to C € A.

Dowod. Poniewaz C jest minimalny w B,,, C jest odpowiedni (C # O,
bo M # ). Element C ma wlasno$¢ W, poniewaz poprzednik warunku defi-
niujacego te wiasnos¢ jest pusto spehiony.

TWIERDZENIE 5. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) Istnieje C C M, ktore jest odpowiednie i posiada wiasnos¢ W, tzn. rodzi-
na A jest niepusta;

(i1) Istnieje element minimalny w rodzinie B,,.

Dowod. (i) = (ii). Jesli A # O, to na mocy lematu 5 i lematu Kura-
towskiego-Zorna istnieje element maksymalny w A; nazwijmy go C. Wobec
lematu 6, C € B, Poniewaz C jest odpowiedni, musi tez by¢ minimalny
w B,,. Implikacja (ii)) = (i) wynika z lematu 7.

Stawiamy teraz pytanie: kiedy rodzina A jest niepusta? I dajemy na nie
prosta odpowiedz.
Dla M C A definiujemy

M, ={meM z AN..Az, < mdlapewnych z, .., z, € [M), z; # m, i < n}

oraz
M =M - Ml'

LEMAT 8. Jesli M* #+ &, to M* € A.

Dowdd. Niech M™ # . Przypu$émy, ze zbior M™ nie jest odpowiedni.
Wtedy x € [M™ — {x}) dla pewnego x € M". Stad z; A ... A z, < x dla pew-
nych zj, ..., z, takich, ze z; # x dla i < n. Ale to znaczy, ze x € M;, co jest
absurdem.

Aby udowodni¢, ze M™ ma wlasnos¢ W, wezmy b € [M) i przypusémy,
ze x € [M* U {b} — {x}) dla pewnego x € M* U {b}. Stad x # b oraz
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x € M™. Opierajac si¢ raz jeszcze na tym przypuszczeniu wnosimy, ze istniejg
Zly ooy Z, € M*, z; # x dla wszystkich i < n oraz z; A ... Az, A b < x. Zatem
X € M,, co daje sprzecznos$¢.

PrzykrADY. 1. Jesli zbiér M zawiera elementy a;, ..., a, takie, ze
a; N ... Na, =0, to wrodzinie B, istnieja zbiory minimalne. Sg one pod-
zbiorami zbioru {a,, ..., a,}. Jesli n = 2, to zbiér {a;, a,} jest minimalny.

2. Jesli M zawiera si¢ w zbiorze koatomow, to zbior M sam jest minimalny.

5. Analiza pytania (P) w teorii konsekwencji

Podstawowe pojecie teorii konsekwencji Tarskiego, jakim jest operacja kon-
sekwencji, jest ogdlniejsze niz operacja domknigcia — podstawowe pojecie
topologiczne. Z drugiej strony, operacja generowania filtru w algebrach Boole’a
jest szczegdlnym przypadkiem skonczonej operacji konsekwencji. Majac to na
uwadze, w niniejszym rozdziale naszkicujemy podejscie teoriokonsekwencyj-
ne do pytania (P,), wzorujac si¢ na analizie dokonanej w rozdziatach 3 i 4.
Dowodoéw przedstawiac nie bedziemy, poniewaz sg analogiczne do dowodoéw
wyzej podanych.

Zatozymy, podobnie jak w rozdz. 2, ze L jest dowolnym niepustym zbiorem,
R za$ dowolng niepustg rodzing niepustych podzbioréw zbioru L. Kierujac
si¢ intuicjami topologicznymi, potézmy dla X C L:

pelCnX) s (VReER(peR=XNR+D)
badz réwnowaznie
Cn(X)=N{-R: XN R=0J, R ER}.

Tak zdefiniowana funkcja Cn jest operacja konsekwencji. Mozna tez udowodnic¢
dwie nastepujace rownowaznosci:

(1) r(X) = r(¥) < Cn(X) = Cn(Y)
oraz

(2) Zbior B C M jest minimalny w B, wtedy 1 tylko wtedy, gdy Cn(B) = Cn(M)
ib & Cn(B - {b}) dla kazdego b € B.
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Tak wigc minimalno$¢ wyraza si¢ w (2) m.in. poprzez Cn-niezaleznosc.
Zauwazmy tez, ze gdyby zbior L byt algebra Boole’a i R rodzing jej wszyst-
kich idealéw maksymalnych, to Cn byloby operacja generowania filtrow,
tj. Cn(X) = [X).

Dalsze rozwazania prowadzimy przy dodatkowym zatozeniu, ze Cn jest
operacjg skonczong, tzn. spelniajgcg warunek: jesli p € Cn(X), to p € Cn(X)) dla
pewnego skonczonego podzbioru Xy C X. Najpierw definiujemy wiasnos¢ W'

Zbiodr B C L ma wlasnos¢ W' (ze wzgledu na ustalony zbior M C L) wtedy
1 tylko wtedy, gdy dla kazdego skonczonego F C Cn(M) zachodzi implikacja:

(Vb € F) b ¢ Cn(B) = B U F jest Cn-niezalezny.
Nastepnie definiujemy rodzing A:
A = {B C M: B jest Cn-niezalezny i ma wlasnos¢ W'}

Dla tak zdefiniowanych poje¢ zachodzg nastgpujace fakty:
(3) Rodzina A jest zamknieta na sumy tancuchow.
(4) Elementy maksymalne w A4 naleza do B,,.
(5) Nastepujace warunki sg rownowazne: (i) A # JJ; (ii) istnieja elementy

minimalne w B,,.

Problemem otwartym jest podanie prostych warunkow wystarczajacych
na to, by rodzina A4 byta niepusta. Otwartym za$ zagadnieniem ogolniejszym,
ktorym konczymy niniejszg prace, jest pytanie: czy powyzsza konstrukcja daje
si¢ przeprowadzi¢ w kratach dystrybutywnych.
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Streszczenie

Artykut w catosci poswigcony jest rozwazaniom nad pytaniem Bogustawa
Wolniewicza postawionym w jego nocie A question about join-semilattices
(,,Bulletin of the Section of Logic” 1990, T. 19, nr 3). Cz¢sé¢ pierwsza artykutu
dotyczy oryginalnego sformutowania tego pytania, w ktorym chodzi o podanie
warunkow dostatecznych na to, by w pewnej okreslonej rodzinie B, podzbio-
réow poétkraty gornej z jednosScig istniaty elementy minimalne. W kolejnych
czterech czesciach pytanie roztrzasane jest w odniesieniu do innych analogicz-
nych rodzin zbioréw, ktérych elementami s3: dowolne zbiory (abstrakcyjne),
zbiory geste w przestrzeni topologicznej; filtry w algebrze Boole’a oraz zbiory
domknigte wzgledem operacji konsekwencji.





